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Uvod

Metodicko-pedagogické centrum ma pre ucitelov matematiky v zakladnych
$kolach a v niz$ich ro¢nikoch osemro¢nych gymnazii akreditovany program
kontinualneho vzdelavania v rozsahu 20 vyucovacich hodin s nazvom Sta-
rostlivost o nadanych Ziakov pomocou matematickej olympiddy v kategoridch
Z4 az Z9.

Hlavnym cielom, ktory sa realizaciou programu ma dosiahnut, je pripravit
ucitelov matematiky na pracu s talentovanymi ziakmi s vyuzitim tloh aktudl-
neho ro¢nika matematickej olympiady. V ramci pripravy Ziakov sa mozu vy-
uzivat aj ilohy z predchadzajucich ro¢nikov matematickej olympiady.

Samozrejme, ucitelia mozu vyuzit aj iné vhodné ulohy, najma ak vidia ich su-
vislost s témami tloh aktualneho ro¢nika matematickej olympiady. Samotny
program je v plnom zneni uvedeny na www.mpc-edu.sk v ponuke akredito-

vanych vzdelavacich programov MPC.

Kym program presiel procesom akreditacie, Slovenskd komisia matematickej
olympiddy zrusila od skolského roka 2011/2012 kategdriu Z4, ale jednym dy-
chom nabada skoly, aby nadalej organizovali matematicku sttaz pre svojich

$ikovnych $tvrtakov.




KedZe ani doteraz ziaci $tvrtych ro¢nikov nesutazili s rovesnikmi z inych $kol

(kategdria Z4 mala len domace a skolské kolo), v podstate sa vela nezmeni-

lo. Skola si moZe pripravit a realizovat matematickd sttaz typu matematickej

olympiady aj pre $tvrtakov, teda kategdria Z4 nie je Gplne stratena.

Uditelia mozZu vzdelavaci program absolvovat v dvoch rezimoch:

1.

Absolvovanim prezenc¢nej aj distancnej ¢asti podla akreditovaného pro-
gramu konciaceho zavere¢nou prezenticiu jednotlivych ucastnikov pred
troj¢lennou skisobnou komisiou. Tento rezim je vhodny pre vsetkych,
ktori nie su zacinajuci ucitelia a maju aspon 6 mesiacov pedagogickej
praxe.

Overenim svojich profesijnych kompetencii v zmysle § 35 ods. 6 zédko-
na ¢. 317/2009 Z. z. v zneni neskorsich predpisov. V tomto rezime nie je
potrebné zucastnit sa podujati prezencnej ¢asti programu, treba vsak vy-
pracovat vystupy distan¢nej asti (podla zadania lektora) a absolvovat za-
vere¢nu prezentaciu rovnako, ako v pripade rezimu ¢. 1. Je vhodny pre

vsetkych, ktori maju aspon 3 roky pedagogickej praxe.

Po tspesnom absolvovani programu kontinualneho vzdeldvania ziskaja ab-

solventi osvedcenie s uvedenim poctu ziskanych kreditov (7 kreditov).

Prihlasky na vzdelavanie (pre kazdy z rezimov zvlast) s k dispozicii na www.

mpc-edu.sk. Vzdelavanie sa otvara podla poctu prijatych prihlasok.




K obsahu vzdelavacieho programu

Matematicka olympiada (MO) je pomerne znama matematicka sutaz.

V ramci akreditovaného programu kontinualneho vzdelavania Starostlivost
o nadanych Ziakov pomocou matematickej olympiddy v kategoriach Z4 az Z9
si ucitelia maju moznost pripomenut organiza¢ny poriadok matematickej
olympiady, jej vyznam, ciele, ale aj histériu ¢i uz v narodnom, alebo medzi-
narodnom meradle. Samozrejme, najziadanejsim dosledkom absolvovania
tohto akreditovaného programu ucitelmi matematiky je nasledna ucast zia-
kov v jednotlivych kolach matematickej olympiady, ktort v $kolach zabezpe-
¢uju predovsetkym samotni ucitelia matematiky.

V skolach, kde sa ucitelia venuju ziakom aj prostrednictvom matematickych
sutazi vratane matematickej olympiddy, sa [ahsie daju objavit talentovani zia-
ci na matematiku. Program moéze pomoct niektorym ucitefom zvyknut si na
pravidelni metodickt analyzu tloh MO, ale aj na tvorbu gradovanych sé-
rii matematickych tloh, rie$enie ktorych ma ich ziakov pripravit na samo-
statné rie$enie uloh matematickej olympiady. Samozrejme, uvedomujeme si,
ze samotna aktivna ucast zZiakov v matematickej olympiade nie je cielom, je
len prostriedkom na ceste k lepsim matematickym poznatkom nasich ziakov,
na vzbudenie ich zaujmu o rie$enie matematickych tloh a rozvoj ich logic-

kého myslenia.




Kazdy novy ro¢nik MO prinasa nové, aktualne ulohy v jednotlivych kolach.
Metodicky rozbor rieseni tiloh domaceho kola, tvorba gradovanych sérii uloh
(ndvodné a motiva¢né ulohy) pre ziakov v ramci ich pripravy na samostatné
rieSenie sutaznych uloh, nasledna analyza sutaznych uloh, to je kazdoro¢na
prilezitost na ozivenie vyucovania matematiky alebo na napln ¢innosti mate-

matickych krazkov.

Distancna cast vzdelavania v ramci programu kontinualneho vzdelavania spo-
¢iva v tvorivej praci ucitelov pri priprave svojich Ziakov na sttazenie, konkrét-
ne ide o vytvaranie navodnych a motiva¢nych uloh na rieSenie sutaznych tloh
s dérazom na tlohy domaceho kola.

Vysledkom tejto prace st vytvorené ulohy, ktoré budu stucastou zaverecnej

prezentacie pri ukonc¢ovani vzdelavania.

Teraz uvedieme ukazky toho, ako mozu ucitelia postupovat pri tvorbe tloh

v ramci pripravy svojich ziakov na MO.




Zjednodusenie ulohy, strapce uloh

Zoberme si jednu z domacich uloh (tloh domaceho kola) kategérie Z5 zo 62.
ro¢nika MO 2012/2013.

U1.
Pat napisal na tabulu ¢udny priklad: 550 + 460 + 359 + 340 = 2 012. Mat to
chcel napravit, preto patral po neznamom ¢isle, ktoré by pripocital ku kazdé-
mu z piatich uvedenych ¢isel, aby bol potom priklad vypocitany spravne. Aké

to bolo ¢islo? (L. Hozova)

Ak by sa stalo, ze ziaci nemaju chut pustat sa do riesenia takejto tlohy, resp.
nevedia ju vyriesit, ucitel velmi fahko moze vymysliet jednoduchsi variant
ulohy. (Pévodnu ulohu doméceho kola by mal ziak na sutazné ucely vypoci-

tat sam.)

02.
Pat napisal na tabulu ¢udny priklad: 55 + 46 + 59 = 172. Mat to chcel napra-
vit, preto patral po neznamom Ccisle, ktoré by pripocital ku kazdému zo Sty-
roch uvedenych ¢isel, aby bol potom priklad vypocitany spravne. Aké to bolo

¢islo?




D4 sa urobit aj trochu ind tloha.

Us.

Pat napisal na tabulu ¢udny priklad: 55 + 46 + 59 = 175. Mat to chcel napra-
vit, preto patral po neznamom ¢isle, ktoré by pripocital ku kazdému z troch
¢isel (s¢itancov) uvedenych na lavej strane pred znamienkom ,,=* aby bol po-

tom priklad vypocitany spravne. Aké to bolo ¢islo?

Z podobnych uloh sa da vytvorit ,,strapec” pribuznych tloh, ktoré sa potom
daju vyuzit na rézne ucely. Mozno ich vyuzit na pripravu ziakov alebo aj do

sutazného kola , kategdrie Z4% ktoré si $kola moze pripravit.

Zoberme si teraz prvu z uloh obvodného kola kategoérie Z6 zo 61. ro¢nika
MO 2011/2012.

1.

Danka a Janka dostali na narodeniny dve rovnako velké biele kocky. Kazda
kocka bola zlepend zo 125 malych kociek, ako to vidite na obrazku (tu na roz-
diel od skuto¢ného zadania pre ziakov obrazok neuvadzame).

Aby kocky rozoznali, dohodli sa, ze ich omaluji. Danka vzala $tetec a tri celé
steny svojej kocky omalovala cervenou farbou. Janka vzala Stetec a tri celé ste-
ny svojej kocky ofarbila zelenou farbou.

Po ¢ase sa dievcatd rozhodli, Ze kazdu z kociek rozkrajaji na jednotlivé malé
kocky. Ked to urobili, zistili, Ze pocet kociek, ktoré maju aspon jednu ste-
nu Cervend, je iny, ako pocet kociek, ktoré maja aspon jednu stenu zelend.

Zistite, aky je rozdiel tychto poctov.

Sutaznej tlohe predchadzala iloha domaceho kola ¢. Z6 - I - 3: Na obrazku je
stavba zlepena z rovnakych kociek. Stavba je vlastne velka kocka s tromi rov-

nymi tunelmi, ktorymi sa da pozerat skrz a ktoré maju vSade rovnaky prierez.
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Tato stavbu sme celtl ponorili do farby. Kolko kociek, z ktorych je stavba

zlozena, ma zafarbenu aspon jednu stenu? (M. Krej¢ova)

Ziaci mali k dispozicii nazorny obrazok, ktory tu neuvadzame, ale da sa najst
napriklad na adrese:
www.iuventa.sk/files/documents/2_olympiady/mo/61.ro¢nik/ulohy.a.riese-
nia/m61dkzulpok12.pdf.

Za zmienku stoji uviest aj ulohu domaceho kola ¢. Z5 - I - 4: Na obrazku je
nakreslena stavba zlepena z rovnako velkych kociek. Stavba je vlastne velka
kocka s tromi rovnymi tunelmi, ktorymi sa da pozerat skrz a ktoré maju vsa-
de rovnaky prierez. Z kolkych kociek je stavba zlepena? (M. Krejcova)

Ziaci mali k dispozicii rovnaky obrézok ako v tllohe Z6 - I - 3.

Ulohy Z5 -1 -4 a Z6 - I - 3 boli velmi vhodné na pripravu ziakov na prvu
ulohu obvodného kola kategorie Z6.

Ucitel dopredu nemoze vediet, aké tlohy budu v obvodnom kole, na zakla-
de uloh domaceho kola v§ak moze nieco tusit. Moze preto vytvarat podobné
ulohy k uloham doméceho kola, vytvorit akysi strapec tloh na nejaka tému
a pomocou nich méze svojich Ziakov (okrem iného) lepsie pripravit na stutaz-
né tlohy dalsich kol matematickej olympiady.

Kulohdm Z5 -1-4a Z6 - I - 3 sa do strapca hodia napriklad aj ulohy a pri-
klady na str. 21 az 24 zo starsej u¢ebnice Misiar, P. - Koman, M. - Bures, E:
Matematika pre 6. rocnik zdkladnej skoly, ale aj tlohy ¢i problémy na str. 63 az

68 publikacie Kopka, J.: Hrozny problémii ve skolské matematice.

11



Ukazka gradovania uloh

Teraz uvedieme jednu gradovanu sériu tloh na delitelnost ¢isel. Ak by bolo
treba riesit (napriklad v ramci zadani domaceho kola matematickej olympia-
dy) poslednu z tychto tloh a bola by pre ziakov prilis tazka, ucitel moze tie

predchadzajuce vyuzit ako navodné ulohy.

D1.
Néjdite aspon jednu dvojicu jednocifernych ¢isel, pre ktoré plati, ze ich sucin

je dvojnasobkom ich suctu.

D2.
Néjdite vsetky dvojice jednocifernych ¢isel a, b, pre ktoré plati, Ze ich stucin je

dvojnasobkom ich suctu. (Pripustame aj moznost, ze a = b.)

D3.
Néjdite aspon jednu trojicu jednocifernych ¢isel, pre ktoré plati, ze ich sucin

je patnasobkom ich suctu.

D4.
Néjdite vSetky trojice jednocifernych cisel g, b, ¢, pre ktoré plati, Ze ich sucin

je patnasobkom ich suctu.
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D5.

Néjdite vSetky trojice jednocifernych cisel g, b, ¢, pre ktoré plati, ze ich sucin

je Sestnasobkom ich suctu.

Stru¢ne naznac¢ime rieSenie ulohy D5:

Podla zadania ma platit vztah a . b.c =6 (a + b + ¢), pricom a, b, ¢ su

jednociferné ¢isla. Vidime, Ze mozu nastat dva pripady:

1.

Aspon jedno z ¢isel a, b, ¢ je 6. Po chvilke uvazovania zistime, Ze naj-
viac jedno z nich moze byt 6. Vzhladom na symetrické postavenie ¢isel
mozeme uvazovat, ze a = 6. Potom musi platit, ze b. c =6 + b + ¢, pricom
b (teda ani ¢) nemdze byt 1 (vtedy by rovnost neplatila). Tiez je zrejmé,
ze b . ¢ je menej ako 24 (nakolko a aj b mo6zu mat najvyssiu hodnotu 9).
Po preskimani kone¢ného poctu vietkych moznosti ndjdeme jediné rie-
$enie a = 6, b = 2, ¢ = 8 (berieme do uvahy neusporiadané trojice cisel).

Ak ani jedno z ¢isel g, b, ¢ nie je 6, potom aspon jedno z nich je delitelné
dvoma a druhé je delitelné troma. Necha =2. ka b = 3. m, potom vztah
a.b.c=6(a+b+c)nadobudne tvar k. m. c =2k + 3m + c. (Pritom k
moze byt 1 alebo 2 alebo 4; m moze byt len 1 alebo 3, a to z dovodu, Ze
a, resp. b maju byt jednociferné ¢isla a vzhladom na prvy pripad aj roz-
ne od 6 - ak by aspon jedno bolo 6 (k = 3, resp. m = 2), tak to uz mame

prebadané.) Zostava nam preskiimat 6 moznosti, ktoré obsahuje tabulka.

k 1 1 2 2 4 4
m 1 3 1 3 1 3
a 2 2 4 4 8 8
b 3 9 3 9 3 9
c - 555 7 6,5 - -

Dostali sme teda dve rieenia 6, 2, 8 a 4, 3, 7. Ak by sme uvazovali o usporia-

danych trojiciach g, b, ¢, dalo by to 12 rieseni. Uvedeny postup rieSenia ulohy

D5 by nemusel obsahovat dva pripady, ak by sme prvy pripad vzali do tvahy

v ramci druhého (k = 3, resp. m = 2). Ak ulohy riesia Zziaci, ich postup moze

byt ,kostrbaty®, napriek tomu nema ucitel predkladat hotové rieSenia uloh,

ale ziakov podporovat v ich tvorivej ¢innosti.
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Ukazka obsahového prepojenia tloh v ramci
jednotlivych kol

Ako sme uz uviedli, ucitel nemdze na zdklade dloh domdceho kola vediet,
akeé ulohy budu v dalsich kolach, no moéze nieco tusit. K tomu mu pomozu aj
skasenosti z predchadzajucich ro¢nikov matematickej olympiady. Teraz si na
ulohdch kategérie C v $kolskom roku 2011/2012 (61. ro¢nik MO) ukazeme,

ako mo6zu obsahovo stvisiet tlohy jednotlivych kol.

Kategoria C je sice uréena pre stredoskoldkov, ktorym zostavaju do maturity
viac ako 3 roky, ale nie je nezvladnutelnd ani pre najsikovnejsich ziakov za-
kladnych $kol a nizsich ro¢nikov osemro¢nych gymnazii. Mame s tym dobré
skusenosti z vlastnej pedagogickej praxe. Nizsie uvedené ulohy kategérie C su
len prikladom na prepojenie uloh jednotlivych kol matematickej olympiady,
nemusia byt sucastou distancnej casti programu kontinualneho vzdelavania,
ani nechceme propagovat frontalne vyuzivanie stredoskolskej matematickej

olympiddy v zékladnych $kolach.

Dalej uvedené tilohy, ale aj ich riesenia su (dfia 23. 4. 2013 boli) dostupné na
http://www.iuventa.sk/sk/Olympiady/Olympiady-a-sutaze/MO/61-rocnik-
MO-2011-2012/Sutazne-ulohy-a-riesenia.alej.
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Citatel si iste sdm najde stuvislosti medzi ulohami jednotlivych ko, ale upo-

zornime aspon na vztah tlohy C - I - 3 k prvej tlohe skolského kola.

Domice kolo - 6 uloh:

C-I-1
Néjdite vSetky trojcleny p(x) = ax’ + bx + ¢, ktoré davaju po deleni dvojcle-
nom x + I zvySok 2 a po deleni dvojclenom x + 2 zvysok 1, pricom p(1) = 61.

(Jaromir Simsa)

C-1-2
Dizky stran trojuholnika st v metroch vyjadrené celymi ¢islami. Uréte ich, ak
ma trojuholnik obvod 72 m a ak je najdlhsia strana trojuholnika rozdelena

bodom dotyku vpisanej kruznice v pomere 3 : 4. (Pavel Leischner)

C-I-3
Najdite vsetky trojice prirodzenych cisel a, b, ¢, pre ktoré plati mnozinova
rovnost {(a, b), (a, ¢), (b, ©), [a, b, [a, c], [b, c]} = {2, 3, 5, 60, 90, 180},
pricom (x; y) a [x; y] oznacuje postupne najvacsi spolo¢ny delitel a najmensi

spolo¢ny nasobok ¢isel x a y. (Tomas Jurik)

C-1-4
Redlne ¢isla g, b, ¢, d vyhovuju rovnici ab + be + cd + da = 16.
a) Dokazte, ze medzi ¢islami a, b, ¢, d sa najdu dve so suc¢tom najviac 4.

b) Akt najmensiu hodnotu moze mat sucet a’ + b + ¢? + d°? (Jan Mazak)

C-1-5
Dany je rovnoramenny trojuholnik so zakladhou dlzky a a ramenami dlzky
b. Pomocou nich vyjadrite polomer R kruznice opisanej a polomer r kruznice
vpisanej tomuto trojuholniku.

Potom ukazte, ze plati R > 2, a zistite, kedy nastane rovnost. (Leo Bocek)
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C-I-6

Na hracej ploche n x n tvorenej bielymi $tvorcovymi polickami sa Monika
a Tamara striedaju v tahoch jednou figurkou pri nasledujicej hre. Najskor
Monika polozi figirku na lubovolné policko a toto poli¢ko zafarbi namodro.
Dalej vzdy hracka, ktord je na tahu, urobi s figtirkou skok na policko, ktoré je
dosial biele, a toto policko zafarbi namodro. Pritom pod skokom rozumieme
bezny tah $achovym jazdcom, t. j. presun figurky o dve policka zvislo alebo
vodorovne a stcasne o jedno policko v druhom smere. Hracka, ktora je na
rade a uz nemdze urobit tah, prehrava. Postupne pre n = 4; 5; 6 rozhodnite,
ktora z hracok moze hrat tak, Ze vyhra nezavisle od tahov druhej hracky.
(Pavel Calabek)

Ulohy $kolského kola kategorie C

1.

Néjdite vSetky dvojice prirodzenych ¢isel a, b, pre ktoré plati rovnost mnozin
{a.[a; b], b.(a; b)} = {45, 180},

pricom (x; y) oznacuje najvacsi spolocny delitel a [x; y] najmensi spolo¢ny

nasobok ¢isel x a y.

Dl

Ozna¢me S stred zdkladne AB daného rovnoramenného trojuholnika ABC.
Predpokladajme, Ze kruznice vpisané trojuholnikom ACS, BCS sa doty-
kaju priamky AB v bodoch, ktoré delia zdkladiiu AB na tri zhodné diely.
Vypocitajte pomer |AB| : |CS|.

3.
Redlne &isla p, g, 7, s splitaji rovnosti p? + ¢> + r* + s> = 4a pq + rs = 1. Dokazte,
ze niektoré dve z tychto $tyroch ¢isel sa liSia najviac o 1 a niektoré dve sa lisia

najmenej o 1.
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Ulohy krajského kola kategérie C

Pre vetky redlne ¢isla x, y, z také, Ze x < y < z, dokdzte nerovnost:
-y +2Z>(x-y+ 27

2
Janko ma tri karticky, na kazdej je ind nenulova cifra. Sucet vsetkych trojci-
fernych cisel, ktoré mozno z tychto karti¢iek zostavit, je ¢islo o 6 vacsie ako

trojnasobok jedného z nich. Aké cifry st na kartickach?

Nech E je stred strany CD rovnobeznika ABCD, v ktorom plati:
2|AB| = 3|BC|. Dokazte, 7e ak sa d do $tvoruholnika ABCE vpisat kruznica,

dotyka sa tato kruznica strany BC v jej strede.

4.
Na tabuli je napisanych prvych n celych kladnych ¢isel. Marina a Tamara sa
striedaju v tahoch pri nasledujtcej hre. Najskor Marina zotrie jedno z ¢isel
na tabuli. Dalej vzdy hracka, ktord je na tahu, zotrie jedno z &isel, ktoré sa od
predchadzajuceho zotretého ¢isla ani neli$i o 1, ani s nim nie je sudelitelné.
Hracka, ktora je na tahu a nemoze uz ziadne Cislo zotriet, prehrd. Pre n = 6
a pre n = 12 rozhodnite, ktora z hracok moze hrat tak, ze vyhra nezavisle od

tahov druhej hracky.
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Zaver

Predpokladdme, ze vacsina ucitelov dobre pochopi zamery programu konti-
nualneho vzdelavania Starostlivost o nadanych Ziakov pomocou matematickej

olympiddy v kategoridch Z4 az Z9 priamo z jeho textu.

Dufame, Ze im tento skromny ucebny text este viac priblizi jeho ciele, obsah
a diStanc¢nu cast a uisti ucitelov, ze sa donn moézu Gspesne zapojit. Verime, ze
stanovené (v programe uvedené) poziadavky na ukoncenie programu nie su
pre ucitelov prekazkou, ktora by nezvladli, a neodradia zaujemcov od absol-

vovania programu.
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