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Anotacia

V praci je prezentovana osvedcend pedagogickd skusenost’ edukacCnej praxe v predmete
matematika na gymndziu. Predstavuje systém linearnych a nelinearnych optimalizacnych uloh
zameranych na rozvoj funkéného myslenia zZiakov. Praca obsahuje navrh metodiky uplatnenia
uloh vo vyucovani, ktorej cielom je aktivne konStruovanie Ziackych spdsobilosti s podporou
IKT. K metodike st uvedené aj postrehy a odportcania plynice z jej uplatnenia v praxi.
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UVOD

,Hladajme sposob, aby ucitelia menej ucili
a Ziaci viac pochopili.
Jan Amos Komensky

V tvode citovany vyrok dokonale vystihuje inovacné snahy sucasnej modernej didaktiky,
ktord sa orientuje na aktivizaciu myslenia, samostatnosti a tvorivosti Ziakov, na schopnost’
ziskavat), triedit’ a aplikovat’ informdcie, so zimerom formovat’ osobnost’ Ziaka pripravend na
celozivotné vzdeldvanie a ucenie sa. Na druhej strane to, Ze je aktudlny uZ Styri storocCia,
poukazuje na skuto¢ny problém, ktorym by sme sa mali zaoberat’: Ako G¢inne implementovat’
inova¢né myslienky do procesu vychovy a vzdeldvania? A prave z tohto uhla pohl'adu sme
v citovanom vyroku naSli inSpirdciu pre opisanie osvedCenej metodiky vyuCovania
optimalizacnych tloh konstruktivistickymi metédami a verime, Ze bude podnetna aj pre inych
ucitelov.

Ucivo tematického celku ,Funkcie® nachddza uplatnenie takmer vo vSetkych vednych
odboroch a v mnohych oblastiach bezného Zivota. Napriek tomu u mnohych Ziakov prevazuje
abstraktné vnimanie funkcii a s nimi sdvisiacich pojmov, bez schopnosti vyuzit’ osvojené
poznatky pri rieSeni praktickych uloh, ¢o potvrdzuje rozsiahly pedagogicky vyskum OECD
PISA. Z neho tiez vyplyva, Ze ziakom chyba zru¢nost' v Citani a interpretacii informécii
z grafu.

V beznom Zivote l'udia cCasto rieSia rozhodovacie problémy, pri ktorych posudzuji
a porovndvaji mozné varianty z réznych hl'adisk, experimentuji a hladaji najvyhodnejSie
rieSenie. Mnohé z tychto problémov vieme efektivne rieSit ndstrojmi matematiky. V tejto
praci chceme poukdzat’ na moznost’ vytazit’ z tychto situdcii v zdujme premeny tradi¢ného,
inStruktivneho vyucCovania matematiky smerom k aktivnemu KkonStruovaniu Ziackych
sposobilosti. Uplatnenie vytvoreného systému uloh podla navrhnutej metodiky ma za ciel
motivovat’ Ziakov, podporit’ ich tvorivost’, chut’ skimat’ a experimentovat’, kriticky zhodnotit’
objavené rieSenia, a v neposlednom rade zddraznit’ vyhody IKT podpory pri rieseni. Ulohy
svojim matematickym charakterom sleduji naplnenie hlavného didaktického ciel’a, ktorym je
rozvoj funkéného myslenia Ziakov, teda ich schopnosti vnimat’ zdvislost' javov v redlnom
svete, chdpat’ pri¢innost zmien, vediet vyjadrit vztahy matematickym apardtom,
reprezentovat ich graficky a aplikovat’ vytvoreny model pri hl'adan{ rieSenia.

Jadro prace je rozdelené do Styroch kapitol. Obsahom prvej kapitoly je strucny opis
osvedcenej pedagogickej skisenosti (d’alej OPS). Druhd kapitola je venovand charakteristike
OPS 7z hladiska didaktiky. RozsiahlejSie kapitoly, tretia a Stvrtd, predstavuji navrhnutd
metodiku uplatnenia systému dloh vo vyuCovani matematiky na strednej Skole. Zahfiiaju
zadania uloh, navody na rieSenie, opis vyuZitia u¢ebnych pomocok na baze IKT, odporicané
didaktické metddy aformy. Obsahuju tieZ zopar postrehov, ktoré vyplynuli znisho
uplatnenia metodiky na hodindch matematiky.



1 OPIS OSVEDCENEJ PEDAGOGICKEJ SKUSENOSTI

Kontext a ramec:

Metodika predstavend v jadre tejto prace bola opakovane overend v rdmci vyucovania
povinného predmetu matematika na gymnaziu, v triedach prvého a druhého ro¢nika so
vieobecnym zameranim. V silade so §titnym vzdeldvacim programom (d’alej SVP)
a §kolskym vzdeldvacim programom (d’alej SkVP) sa v tychto triedach tyZdenne vyuduju tyri
hodiny matematiky.

Skola m4 zakdpeni licenciu softvérového balika typu CAS: Wolfram Research Mathematica,
ktorej sucastou su ucitel'ské a Ziacke licencie pre domdce vyuzitie. Disponuje tromi
multimedidlnymi pocitatovymi ucebiiami, ktoré su taziskovo vyuzivané na vyucCovanie
informatiky. Vo vsetkych uc¢ebniach skoly je mozné vyuzit’ datavideoprojekciu. Ucitelia maju
v kazdej predmetovej komisii k dispozicii aspoil jeden prenosny pocitac.

Specifikacia ciePovej skupiny:

e kategoria, resp. podkategéria pedagogickych a odbornych zamestnancov podla zakona
¢. 317/2009. Z. z.: ucitel’ pre niZsie stredné odborné vzdeldvanie, stredné odborné
vzdeldvanie, tiplné stredné vseobecné vzdeldvanie, tiplné stredné odborné vzdeldvanie
a ucitel’ pre vyssie odborné vzdeldvanie (ucitel’ strednej skoly)
vzdelavacia oblast: matematika a prdca s informdciami
Skola, ro¢nik: gymndzium, 1. — 2. rocnik
vyucovaci predmet: matematika
tematicky okruh: vztahy, funkcie, tabulky, diagramy
tematicky celok, ucivo: funkcie, siistavy rovmic a nerovnic, linedrne a nelinedrne
optimalizacné problémy

Ciel’ prace:
Metodicky opisat’ vyucovanie linedrnych a nelinedrnych optimalizacnych problémoyv,

s uplatnenim konStruktivistickych pristupov zameranych na podporu aktivneho ucenia sa
Ziakov.

Vymedzenie kompetencii:

Prostrednictvom redlneho kontextu, do ktorého su ulohy vsadené, nenitene budujeme
medzipredmetové vzt'ahy, formujeme postojovii orientdciu Ziakov a posiliiujeme kompetencie
uplatnovat’” matematické a algoritmické myslenie, kompetencie v oblasti rieSenia problémov,
modelovania, argumentécie, komunikécie, sebahodnotenia, u¢ebné, pracovné, v oblasti IKT.



2 PLANOVANIE VYUCOVANIA

Podl’a Statneho vzdeldvacieho programu predmetu matematika, priloha ISCED 3A je ucebny
predmet matematika na gymndziach zamerany na rozvoj matematickej kompetencie tak, ako
ju formuloval Eurépsky parlament:

,»Matematickd kompetencia je schopnost rozvijat a pouZivat matematické myslenie na riesenie
roznych problémov v kaZdodennych situdcidch. Vychddzajiic z dobrych numerickych znalosti sa
doraz kladie na postup a aktivitu, ako aj na vedomosti. Matematickd kompetencia zahrna na
roznych stupnioch schopnost a ochotu pouZivat matematické modely myslenia (logické a
priestorové myslenie) a prezentdcie (vzorce, modely, diagramy, grafy, tabulky).

Ucivo tematického celku Funkcie nachddza uplatnenie takmer vo vSetkych vednych odboroch
a v mnohych oblastiach bezZného Zivota. Je nosnou témou okruhu ,,Vzt ahy, funkcie, tabulky,
diagramy*, ktorého charakteristiku vymedzuje SVP nasledovne: ,Ziaci pracuji s rdznymi
reprezentdciami vztahov, algebraizuji a modeluji jednoduché kvantitativne vztahy. RieSia
rovnice, nerovnice a ich sudstavy. Zaoberaji sa grafmi funkcii a ich vlastnostami,
predovSetkym v suvislosti s ,,Citanim* grafov.* Z naSich skusenosti vyplyva, Ze vo vicSine
Skolskych vzdeldvacich programov je jeho obsah v u¢ebnych osnovach rozvrhnuty na celd
dobu gymnazidlneho Stadia, v niektorych pripadoch s vynimkou posledného ro¢nika, v sulade
s poziadavkou Spirdlovitého ziskavania vedomosti.

Napriek tomu u mnohych Ziakov prevazuje abstraktné vnimanie funkcii a s nimi sdvisiacich
pojmov. Konkrétne zistenia v tejto oblasti poskytuje analyza vysledkov medzindrodnych
pedagogickych vyskumov OECD PISA v rokoch 2003 (Kubéacek, 2004), 2006 (Kors$ndkova,
Kovacova, 2007) a2009 (Korsndkovda, Kovacova, Heldova, 2010). Podla nej ,,Ziaci
nedokazali plne vyuzit' to, ¢o sa naucili“. Jednym z dovodov je pravdepodobne maly doraz
kladeny na prepojenost’ u¢iva s redlnymi situdciami vo vyucovani matematiky. S tym tzko
sivisi aj praca s grafickym materidlom (grafy, tabulky, diagramy), pri ktorej Ziaci
nepreukdzali dostato¢ni zru¢nost’ v Citani a interpretdcii informdcii z grafu. Medzi tazsie
zvladnutelné patrili tieZ dlohy vyZadujice argumenticiu a zddévodnenie, ako aj dlohy na
rieSenie podl'a navodu, ktoré sa v bezne dostupnych uc¢ebnych materidloch vyskytuji vel'mi
zriedkavo, hoci ich vyznam vo vyuc¢ovani, ako aj v redlnom Zivote, je nepopieratel'ny.

Tieto zistenia jednoznacne poukazuji na potrebu inovéacie vyucovacich stratégii smerom
k podpore aktivity a angaZzovanosti Ziakov v procese vzdeldvania, v zdujme zvySovania vyssie
definovanej matematickej gramotnosti Ziakov. To je plne v silade s poziadavkou SVP: ,Pri
volbe metéd vyberdme moderné vyucovacie metddy, ktoré podnecuju ziakov k aktivnejSiemu
pristupu.

2.1 KonStruktivistické vyucovacie stratégie

,Nech sa ni¢ neuci iba na zdklade autority, ale vSetko na zdklade ddkazov zo zmyslov
arozumu. Vsetko, ¢o sa poddva, sa ma upevnit dovodmi... Vediet znamend poznat’ pri¢iny
veci...” (Komensky in Turek, 2008, s. 163)

Vsetky moderné koncepcie vyucovacieho procesu sa zhoduji v tom, ze ziak musi byt vo
vyuéovacom procese motivovany a aktivny, Ze je nevyhnutné odstranit’ pasivitu Studentov,
typickud pre tradicné vyucCovanie. Protikladom tradi¢nej Skoly je koncepcia konStruktivizmu,
kde nachadzaja uplatnenie aktivizujice a komplexné vyucovacie metddy. Charakteristické pre
tito koncepciu je, Ze ziak sdm zvazuje nové informdcie, porovndva ich s predchadzajicimi



skisenost’ami, prispdsobuje a pretvdra tieto nové informdcie tak, aby mu davali zmysel
z hladiska toho, ¢o uZ vie, ¢im aktivne konStruuje svoje poznanie. Aj od ucitel’a sa vyZaduje
aktivny pristup atvorivost, v silade s aktudlnymi cielmi a potrebami spolocnosti,
s poziadavkou na nepretrzité sledovanie novych poznatkov atrendov vo svojom obore
(Haldkova, Kubiatko, 2007). Zddraznuje sa aktivita oboch subjektov vyucovacieho procesu,
ucitel' sa stdva partnerom Ziaka. To md za ndsledok priaznivy vplyv na klimu triedy,
v komplexnom ponimani aj klimu Skoly.

Aktivizujice metddy sa snazia prekondvat’ stereotyp vo vyucbe, podporujui tvorivé hl'adanie
ucitela, rozvijaji osobnost ziaka, apeluji na myslienkovi a charakterovd samostatnost,
zodpovednost, tvorivost’ a nezdvislost’. Pocitaji so zdujmom Ziakov, s vnitornou motivaciou
ziaka, vychadzaji v dstrety moznostiam individudlneho ucenia sa. Primdrne nachdadzali
uplatnenie najmi v alternativnych Skoldch, odtial vSak uZ ako osvedcené prenikaji do
tradicnej Skoly (ValiSova, Kasikovéd, 2011, s. 197).

Svojim charakterom su aktivizujice metddy nezastupitelné pri rozvoji klicovych
kompetencii a hodnotového systému Ziakov vdaka tomu, Ze ich uplatnenie v procese
vzdeldvania prirodzene vedie Ziakov

k cielenému hl'adaniu novych poznatkov,

k spochybiiovaniu a neddvere voci informacnym zdrojom bez porozumenia,

k potrebe argumentécie a zdovodiovania,

k objavovaniu vzdjomnych suvislosti medzi poznatkami bez ohladu na ucebny

predmet,

k dovere vo vlastné schopnosti,

k uplatiiovaniu vlastného myslenia a novych népadov,

e koverovaniu netradicnych myslienok, aj tych, ktoré sd vrozpore s uzndvanymi
pravdami,

® Kk vytvoreniu a vyjadreniu vlastného pohl'adu na svet,
k spolupréci v skupine,

¢ k formovaniu interpersondlnych vzt'ahov na réznych drovniach.

2.2 Didakticka analyza navrhu metodiky

Obsahovy plan opisaného vyucovania vychddza z obsahového a vykonového Standardu
prilohy ISCED 3A Stitneho vzdeldvacieho programu predmetu matematika.

Relevantna ¢ast’ obsahového standardu SVP:
Rozne (negrafické) metddy reprezenticie vztahov (slovné, algebrické, tabulkové).
Algebraizicia a modelovanie jednoduchych kvantitativnych vztahov (vyrazy, vzorce,
nerovnosti).
RieSenie rovnic a sustav (linearne).
Graf funkcie jednej premenne;.
Riesenie rovnic a nerovnic (linearne a kvadratické).
Funkcia — linedrna a exponencidlna zavislost’, priklady inych funkcif (kvadraticka,
mocninovd, goniometrickd, logaritmickd).



Relevantnd &ast’ vykonového standardu SVP:

v jednoduchych pripadoch zvolit vhodni reprezenticiu daného vztahu medzi
veli¢inami, porozumiet’ tabul’kdm a grafickym reprezentaciam,

vztah opisany slovne (Specidlne linedrnu zdvislost’) zapisat’ pomocou konStint
a premennych,

modelovat’ redlne problémy a ulohy matematickym jazykom a interpretovat’ vysledky
rieSenia matematického problému do reédlnej situécie,

dosadit’ do vzorca,

zapisat dané jednoduché vztahy pomocou premennych, konsStint, rovnosti
a nerovnosti,

riesit’ slovné tdlohy vyzadujuce rieSenie jednoduchych rovnic s jednym vyskytom
neznamej alebo sustav rovnic s dvoma neznamymi, ktoré moZno previest' na jednu
rovnicu,

pouzit’ vhodni metdédu rieSenia kvadratickej rovnice (napr. pomocou upravy na
Stvorec, diskriminantu, graficky),

zostavit' linedrnu rovnicu, sdstavu linedrnych rovnic, kvadratickd rovnicu alebo
nerovnicu predstavujicu matematicky model slovnej ulohy, vyriesit' ju, overit
a interpretovat’ vysledky s ohl'adom na povodnu slovnu tlohu,

z grafu funkcie od¢itat’ s dostato¢nou presnostou velkost’ funkénej hodnoty a naopak
zaznacit' zndmu vel'kost’ funkénej hodnoty do grafu,

rieSit’ jednoduché praktické dlohy vyzadujtce ¢itanie grafu funkcie alebo jeho tvorbu,
na zdklade grafického zndzornenia urcit’ priblizné rieSenie — odhadntt’ rieSenie,
zostrojit’ graf linedrnej a kvadratickej funkcie podrl'a jej predpisu,

geometricky interpretovat’ rieSenie rovnic alebo sustav rovnic.

SVP okrem iného vymedzuje vSeobecné ciele a rimcovy obsah vzdeldvania, vo vyu€ovani
predmetu matematika na gymndazidch kladie doraz na

ziskavanie novych vedomosti prostrednictvom rieSenia tloh s roznorodym kontextom,
tvorbu jednoduchych hypotéz a skimanie ich pravdivosti,

pouZitie roznych sposobov reprezenticie matematického obsahu (text, tabul'ka, graf,
diagram),

schopnost’ orientdcie v rovine a v priestore,

rozvoj algoritmického myslenia,

budovanie informatickej kultdry u Ziakov.

Uvedené univerzélne aj Specifické poziadavky sa premietli do samotného vychovno-
vzdeldvacieho procesu stanovenim nasledovnych kognitivnych a psychomotorickych ciel'ov:

opisat’ slovne vzt'ahy medzi veli¢inami v praktickych dlohach,
algebrizovat’ jednoduché vztahy medzi veli¢inami v praktickych tlohéch,
vytvorit' grafickd reprezenticiu vztahu dvoch veli¢in bez pouZitia, ajs vyuZitim
softvérovych prostriedkov,

interpretovat’ graficku reprezentaciu vzt'ahu dvoch velicin,

modelovat’ redlne situdcie odvodené z problémov z praxe,

ndjst’, resp. odhadnuit’ rieSenie v matematickom modeli,

posudit’ spravnost’ ziskaného rieSenia vzhl'adom ku kontextu zadania,
interpretovat’ ziskané rieSenie v pdvodnom kontexte,

prezentovat’ a obhdjit’ vysledky samostatnej prace,

zhodnotit’ prezentované rieSenia spoluZiakov.



Rozvoj nonkognitivnej zlozky osobnosti Ziaka je tzko spity s vyberom ostatnych prvkov
vzdeldvacieho procesu. Vyraznym vychovnym Ccinitelom je tieZ kontextové zladenie
pripravenych didaktickych materidlov so zdujmami a potrebami Ziakov, v silade s hodnotami
a poziadavkami spolo€nosti, o ¢o sme sa pri vybere udloh snazili. Metodikou sledujeme
naplnenie nasledovnych afektivnych cielov:

¢ vyjadrit’ vlastny pohl’ad na predstavend situiciu,
porovnat’ pontkané rieSenia dlohy,
akceptovat’ ndzory inych Ziakov,
oponovat’ ndvrhom inych Ziakov,
podiel’at’ sa na praci v skupine,
prevziat’ zodpovednost’ za pripadny tuspech — nedspech skupiny,
vyrovnat’ sa s konkurenciou v triede.

Zvladnutie uciva kladie minimalne poZiadavky na vstupné vedomosti a zru¢nosti Ziakov. Ide
o zdatnost’ v algebrickom a grafickom rieSeni linedrnych rovnic, nerovnic aich sustav,
aktivne chdpanie pojmov funkcia a vlastnosti funkcie, uzivatel'ské IKT zru¢nosti.

NajdolezitejSim materidlnym prostriedkom opisovaného vyucovania je pocita¢ s prisluSnym
softvérovym vybavenim a datavideoprojek¢né technika. Pocitacovou podporou vyucovania,
okrem iného, sledujeme zvySenie motivéicie a zdujmu Ziakov prostrednictvom atraktivnych
ucebnych pomocok, scielom vyuzit' jej potencidl pre kreativne vzdeldvanie otvorené
skiimaniu a objavovaniu. VyuZivame najmi

® néstroje tabul’kového procesora,

¢ nastroje dynamického geometrického systému (d’alej DGS),

® ndstroje pocitacového algebrického systému (d’alej CAS),

® internetovd vypoctovu aplikdciu dostupni na http://www.wolframalpha.com.

Slizia ako prostredie na matematické modelovanie, ako ndstroje na interaktivne vypocty
a dynamické kreslenie grafov funkcii. Ich vyuzitim eliminujeme rutinnd, zautomatizovani
¢innost’ Ziakov (napr. numerické vypocty, konStrukcia grafov), zvySujeme dynamiku
vyuCovania a vytvdrame priestor na rieSenie uloh odvodenych z pdvodnej zmenou
podmienok. Pocitacové rieSenie sa vyznacuje presnostou, ¢asovou uspornostou, najmi pri
naslednej manipuldcii a dpravach rieSenia. Uplatiovanim tohto ndstroja vSak nesmu byt
ohrozené zdkladné matematické kompetencie Ziakov, medzi ktoré nesporne patri manudlne
zostrojenie, €1 nacrtnutie grafu funkcie.

V metodike su uplatnené didaktické zdsady uvedomelosti a aktivity, ndzornosti, prepojenia
tedrie s praxou, primeranosti. Prevazuju konStruktivistické metédy a formy prace. Nasou
snahou je, aby opisand pedagogicka skisenost’ bola prinosom najmé v podobe:
e zatraktivnenia naro¢ného uciva o funkciach,
e poukdzania na aplikovatel'nost’ matematického aparatu pri rieSeni redlnych problémov,
e zlepsSenia predstavivosti, experimentdlnej zru¢nosti a tvorivosti Ziakov,
e rozvoja kritického myslenia ahodnotiaceho posidenia Ziaka podnecovanim
k skimaniu a formulécii vlastnych zaverov,
e gspresnovania procesu ucenia sa, najmi €o sa tyka asocidcie analytického a grafického
vyjadrenia funkcnej zavislosti,
podnecovania Ziakov k efektivnemu vyuZivaniu modernych technologif,
e 7zlepsenia socidlnych, komunika¢nych a interpersondlnych zru¢nosti Ziakov,
demokratizdcie vztahu ,ucitel - Ziak* atym aj celkovej klimy vychovno-
vzdeldvacieho procesu.



Tabulka 1 Zakladné charakteristiky navrhu metodiky

Téma

Rocénik

Linedrne a nelinedrne optimaliza¢né problémy

Prvy, druhy SS

Ciele

Vstup

objavit’ zdvislost’ veli¢in v tlohe
matematicky vyjadrit’ vztahy medzi
veli¢inami v praktickych dlohach

vytvorit’ grafickd reprezentdciu zavislosti
dvoch veli¢in s vyuzitim IKT prostriedkov
a interpretovat’ ju

abstrahovat’ problém zo zadania tlohy
vytvorit' vhodny matematicky model
problémovej situécie

ndjst, resp. odhadnuit’ rieSenie v modeli
posudit’ spravnost’ ziskaného rieSenia
vzhl'adom ku kontextu zadania
interpretovat’ ziskané rieSenie v povodnom
kontexte

prezentovat’ a obhdjit’ vysledky
samostatnej prace

zhodnotit’ prezentované riesenia
spoluziakov

e rozumiet’ pojmom zavislost,
funkcia

e poznat’ zdkladné vlastnosti funkcii
aspoi na intuitivnej urovni

e mat uzivatel'ské zru€nosti
v ovladani nastrojov tabul’kového
procesora

e mat uzivatel'ské zru€nosti
v pouzivani softvérovych nastrojov
v prostredi opera¢ného systému
s grafickym ovladacim reZimom

Kompetencie

Didakticky problém

Specifikovat’ problém, selektovat’
relevantné udaje

vyuZzit vhodny IKT néstroj na
reprezentdciu a skumanie udajov
kombinovat’ geometricky a algebricky
pristup pri analyze vztahov medzi

¢ Nedostatky v Ziackych rieSeniach
praktickych slovnych tloh ¢asto
pramenia z neschopnosti vyjadrit’
vztahy medzi veli¢inami pomocou
rovnic a funkénych zavislosti.
V navrhu metodiky su preto

objektami vyuZzité optimaliza¢né tlohy
e modelovat z bezného Zivota na rozvoj
e interpretovat’ objavené vzt'ahy funAkéného myslema i{aka,
* argumentovat’ a zdovodiiovat s dorazom na jeho aktivne
e komunikovat vclenenie do procesu vzdeldvania.
Prostriedky Metody a formy

nastroje tabul’kového procesora
nastroje DGS a CAS
internetova aplikacia
http://www.wolframalpha.com

e konStruktivistické pristupy
k uceniu

® kombin4cia individuélnej,
skupinovej a frontdlnej formy
prace s podporou IKT




3 LINEARNE OPTIMALIZACNE PROBLEMY

Néavrh metodiky sa opiera o ufebny materidl s interaktivnymi prvkami, ktory priblizuje
podstatu optimalizacného problému a princip rieSenia linedrnych optimalizacnych uloh
grafickou metédou. Obsahuje sériu uloh rieSenych graficky aj vyuZzitim algebrickych
softvérovych nastrojov. Ulohy majii spolo¢ny zakladny kontext. Vzhladom k tomu, Ze u¢ebni
pomodcku sme vytvorili v komercnom CAS softvéri Mathematica, minimdlne rozSirenom
v prostredi slovenskych strednych $kol, jeho funkcionalitu nahradime volne dostupnym
dynamickym geometrickym systémom GeoGebra, ktory md integrovani podporu pre
algebricki reprezenticiu idajov a internetovou aplikdciou http://www.wolframalpha.com.

Ucivo obsahovo nadvizuje na rieSenie rovnic, nerovnic aich sustav grafickou metdédou,
aplikuje osvojené Ziacke zru¢nosti. Vyhody softvérového rieSenia spocivajice v rychlosti,
presnosti a nazornosti by mal ucitel’ vyuzit’ az po overeni, Ze manuélne rieSenie Ziakom nerobi
tazkosti. Mame za to, Ze v opa¢nom pripade pontiknutie softvérového dokonalého rieSenia
(ani vo forme postupnosti ¢iastkovych vysledkov) neposkytuje Ziakovi dostatok podnetov na
uvedomenie si matematickej podstaty rieSenia a nedostatone poukazuje na jeho algoritmus.

V ivode vyucovacej jednotky volime individudlnu formu prace Ziakov. Ich pozornost
a zdujem ziskame prostrednictvom opisu redlnej problémovej situdcie a nasledného zadania
ulohy. Text ziakom spristupnime pomocou videoprojekcie alebo v tlatenej podobe
a vymedzime Cas na samostatné uvahy a vypocty. Je dolezité, aby mal kazdy Ziak pristup
k idajom uvedenym v texte pri vlastnej analyze situdcie a objavovani rieSenia.

Uloha 1
Cajové pecivo FEDORNETY

Majitel prosperujiicej tradicnej a internetovej kaviarne v nakupnom centre, Fedor Podnikavy,
sa rozhodol rozsirit ponuku kaviarne o Cerstvé pecivo. Priestorové obmedzenie mu
nedovolovalo prevddzkovat vyrobu zdkuskov, zakiipil preto automaticky stroj na vyrobu
vanilkovych koldcikov s roznymi ndpliami. Na ich pripravu sa pouZivali origindlne
polotovary doddvané v baleniach: vanilkové cesto - 25 kg, 5 druhov ndplni - spolocnd paleta
5 kg, cokolddovd poleva - 3 kg a ovocny diem - 4 kg. Vonavé FEDORNETY podla
ocakdvania ldakali stdle viac zdkaznikov, ¢im sa zvysil zisk z prevddzky o takmer 50 percent.
Majitel’ bol velmi spokojny, ale trdpilo ho kaZdodenné plytvanie surovinami, ktoré podla
hygienickych noriem nebolo mozné uskladnit' do dalsieho dna. Aj napriek tomu, Ze kapacita
kaviarne bola vytazend na maximum, denne sa vyhadzovalo asi 9 kg vanilkového cesta, 1 kg
cokoldadovej polevy, 2 kg ovocného dZemu a nepatrné mnoZstvo ndplini.

A tak do Fedorovho podnikatelského pldnu pribudla vyroba trvanlivého cajového peciva
z prebytkov. Investoval do kiipy jednoduchého baliaceho zariadenia a zacal s produkciou
dvoch druhov Ccajového peciva. Spotreba polotovarov a predajné ceny su uvedené
v nasledujiicej tabulke.

Spotreba polotovarov Preduind
Nazov produktu vanilkové | cokolddovd ovocny reaqna
y cena
cesto poleva dZem
Krehké FEDORNETY (1 balenie) 0,5 kg 50¢g - 2€
Ovocné FEDORNETY (1 balenie) 0,3 kg 60 g 0,2 kg 3 €




Kolko baleni krehkych a kolko ovocnych koldcikov md Fedor denne produkovat, aby
z predaja dosiahol ¢o najvdcsi zisk?

(Vzhladom k tomu, Ze produkty su vyrdabané z prebytkov v rdamci zdkladnej pracovnej ndplne
zamestnancov, ndklady na suroviny a vyrobu su nulové. Vyska ndkladov na balenie je
podstatne niZsia ako pri predaji na priamy konzum a je uz zahrnutd v reZijnych ndkladoch
prevddzky. Dopyt po oboch druhoch cajového peciva tejto znacky je velky, moZeme
predpokladat, Ze vsetky vyprodukované balenia sa predajii.)

D4 sa ocCakdvat, Ze Ziaci dosadzovanim hodndt za pocty kusov vyrobenych baleni ndjdu
niekol’ko pripustnych rieSeni dlohy, nie nutne optimélne rieSenie. Po uplynuti stanoveného
Casu frontdlne zopakujeme otdzku poloZenu v ulohe, pripadne sa pytame konkrétneho Ziaka,
¢o by odporucil majitel'ovi Fedorovi. Svoje rieSenie zapiSe na tabulu. Tym aktivizujeme
Ziakov, ktori maji lepSie odporucanie, aby ho prezentovali. Vysledkom je postupnost
,moznych ziskov*. V idedlnom pripade st medzi prezentovanymi rieSeniami aj nepripustné
rieSenia a optimdlne rieSenie (je dolezité, aby ucitel' poznal optimdlne rieSenie: 8 baleni
prvého druhu, 10 baleni druhého druhu, zisk 46 €, a vedel pohotovo rozhodnit’ o pripustnosti
rieSenia). Inak nepripustné rieSenie na tabulu doplnime, napr. 10 kusov a 10 kusov so ziskom
50 €, a prezentujeme ho ako ,.eSte vysSsi zisk™. Na Ziacke (resp. svoje dopisané nepripustné
rieSenie) upriamime pozornost avedieme Ziakov kzisteniu a zddvodneniu jeho
nepripustnosti. Farebne ho na tabuli odliSime od ostatnych rieSeni. Ak v postupnosti chyba
optimalne rieSenie, navedieme Ziakov k jeho ndjdeniu, tiez ho graficky zvyraznime medzi
ostatnymi. RieSenie ulohy tym vSak neuzavrieme, pozadujeme ,uistenie, Ze vysSi zisk zo
spracovania prebytkov majitel’ Fedor nijako nemdze dosiahnut™.

Pocas skusmého Ziackeho rieSenia prirodzene zavedieme terminy pripustného, nepripustného
a optimdlneho rieSenia optimalizacnej tlohy.

V d’alsej faze vyucovacej jednotky na poZadované overenie spravnosti vysledku predstavime
graficki metddu rieSenia ulohy, ktord sa vyznaCuje ndzornostou. Postup ndsledne
zovseobecnime. Postupujeme podla vopred pripraveného dokumentu s nizSie uvedenym
textovym obsahom, ktorého sticastou je interaktivny graf vytvoreny v dostupnom softvéri na
grafické znazornovanie priebehu funkcie. UkdZky zobrazuji grafy vytvorené v CAS
Mathematica a v DGS GeoGebra (obr. 1).

Principom matematického rieSenia praktickych tloh je:
¢ nahradit’ problém z redlneho sveta vhodnym matematickym modelom,
® ndjst’ v tomto modeli rieSenie,
e overit a interpretovat’ ndjdené rieSenie opit’ slovne.

V matematickom modeli veli¢indm z textu tlohy odpovedaji premenné alebo konStanty,
preto zaéneme zavedenim oznacenia:

pocet denne vyprodukovanych baleni peciva "Krehké FEDORNETY" ... x

pocet denne vyprodukovanych baleni peciva "Ovocné FEDORNETY" ...y,
pri¢om obe premenné mozu nadobudat’ iba nezaporné celoc¢iselné hodnoty.
Majitel’ Fedor Podnikavy sa snazi o to, aby jeho zisk z predaja (celd trzba, lebo ndklady na
suroviny a vyrobu st nulové) dosiahol ¢o moZno najvicsiu hodnotu:

zisk z predaja (v eurdch) ... 2x + 3y MAX



Vyraz 2x + 3y, ktorého hodnota ma byt maximalna moznd, definuje ucelovii funkciu
2x + 3y =c, kde c je redlny parameter. Vo vSeobecnosti hovorime, Ze ucelovu funkciu
maximalizujeme resp. minimalizujeme, co symbolicky zapisujeme takto:

2x+3y MAX resp. 2x+3y MIN.

V zadani dlohy sa vSak objavili aj isté limity, ktoré obmedzuji mnoZstvo dennej produkcie
peciva. Tykajui sa mnoZstva surovin, ktoré je k dispozicii. Pre ndzornost’ je vyhodné zapisat’ si
uvedené limity do tabul’ky so spotrebou polotovarov:

Spotreba polotovarov Predaind
Nazov produktu vanilkové | cokolddovd ovocny redgna
y cena
cesto poleva dZem
Krehké FEDORNETY (1 balenie) 0,5 kg 50¢g — 2¢€
Ovocné FEDORNETY (1 balenie) 0,3 kg 60 g 0,2 kg 3 €
Surovinové limity 9 kg 1 kg 2 kg

Prebytkové vanilkového cesto s hmotnostou 9 kg musi vystacit’ na vyrobu x baleni krehkého
peciva pri spotrebe 0,5 kg na kazdé balenie a na y baleni ovocného peciva pri spotrebe 0,3 kg
na kazdé. Matematickou symbolikou toto obmedzenie vyjadrime ako nerovnost’
05x+03y<9.
Prebytkova cokolddova poleva s hmotnost'ou / kg musi vystacit’ na vyrobu x baleni krehkého
peciva pri spotrebe 0,05 kg na kazdé balenie a na y baleni ovocného peciva pri spotrebe
0,06 kg na kazdé. Matematickou symbolikou toto obmedzenie vyjadrime ako nerovnost’
0,05x+0,06y <1.
Prebytkovy ovocny dZzem s hmotnostou 2 kg sa priddva iba do y baleni ovocného peciva, pri
spotrebe 0,2 kg na kazdé. Matematickou symbolikou toto obmedzenie vyjadrime ako
nerovnost’
0,2y <2.
Vsetky tri nerovnosti maju platit’ sicasne a spolu s trividlnymi nerovnost'ami, ktoré vyjadruji
prirodzent poZiadavku na nezdpornost’ premennych x, y
x20,y20
tvoria sustavu nerovnic s nezndmymi X, y.

Vsetky rieSenia sdstavy nerovnic 0,5x + 0,3y <9
0,05x+0,06y <1
02y <2

x20

y =20,

ktord sme dostali z podmienok rieSitenosti zadanej tlohy, tvoria mnoZzinu pripustnych
rieSeni ulohy.

RieSenim sustavy je kazd4 usporiadand dvojica Cisel z oboru rieSenia sustavy, po dosadeni
ktorych za x, y dostaneme z kaZzdej nerovnice sustavy pravdivy vyrok. VyuZijeme ndzornu
graficki metédu aznidzornime rieSenia sustavy v kartezidnskej suradnicovej sustave.
Z podmienok nezdpornosti vyplyva, Ze obrazy vSetkych rieSeni budd v prvom kvadrante,
v prieniku polrovin urfenych zostdvajicimi tromi nerovnicami. Obrazom mnoZiny



pripustnych rieSeni v oboch zvolenych softvérovych prostrediach je mnohouholnik najtmavsej
farby, ktorého strany leZia na hrani¢nych priamkach prislusnych polrovin (obr. 1).

- b2y <2
-3 cr0.05% + 0.06y <1
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Obrazok 1 Grafické rieSenie sistavy nerovnic v DGS GeoGebra a v CAS Mathematica

2

Nasim ciel'om je najst’ také pripustné rieSenie, pre ktoré ma tcelova funkcia maximalnu
resp. minimalnu hodnotu. Voldme ho optimalne rieSenie.

Trividlnym pripustnym rieSenim je usporiadana dvojica [0, 0], ktord vyjadruje, Ze kaviaren
nebude produkovat’ trvanlivé pecivo z prebytkov, ¢o vSak jej majitelovi neprinesie Ziadny
zisk (0 €).

Na prvy pohlad je zrejmé, Ze sdstave vyhovuje aj usporiadand dvojica [I, I]. V kontexte
zadania znamend vyrobu 1 balenia krehkého peciva a 1 balenia ovocného peciva, ktoré
prinesu zisk 2-1 +3-1=5 €.

Ked postupne zvySujme pocet baleni krehkého peciva, priCom stile uvaZujeme vyrobu
1 balenia ovocného peciva, dostaneme sa na hodnotu 17. Usporiadanej dvojici [17, I]
odpovedd zisk 2-17 +3-1 =37 €

Podobne s jednym balenim krehkého peciva modzZe kaviaren vyrobit' najviac 10 baleni
ovocného peciva. Usporiadanej dvojici [, 10] odpoveda zisk 2-1 + 3-10 =32 €.

Spomedzi doteraz ndjdenych je najvyhodnejSie produkovanie 17 baleni krehkého a 1 balenia
ovocného peciva, €o je spojené so ziskom 37 €. Na definitivne urCenie rieSenia tlohy by sme
vSak tymto spdsobom museli porovnat’ vSetky rieSenia sustavy nerovnic z hl'adiska vysky
zisku. Slo by o pomerne zdihavy postup riesenia.

Pozrime sa eSte raz na matematicky model redlneho problému a na moZznosti jeho rieSenia
matematickymi metédami. Do stradnicovej sustavy so zobrazenou mnoZinou pripustnych
rieSeni zakreslime aj priamku, ktord je grafom tucelovej funkcie pre l'ubovolni zvolenu
hodnotu parametra c. Grafom ucelovej funkcie pre rozne hodnoty parametra ¢ su navzajom
rovnobezné priamky. Hladdme taky bod polygénu, cez ktory prechddza "najvysSie" resp.
"najnizSie" umiestnend rovnobezka spomedzi vSetkych potencidlnych grafov tcelovej
funkcie. Tento bod je obrazom optimdlneho rieSenia dlohy.



Vyuzijeme dynamiku softvérového rieSenia a pouZijeme ndstroj na manipulovanie hodnoty
parametra c, napr. manipulator v CAS Mathematica (obr. 2) resp. posuvnik v DGS GeoGebra
(obr. 3).

Koeficienty ucelovej funkcie:
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Uéelova funkeia:

2x + 3y — MAX
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Obrazok 2 Ukazka manipulatorov hodnot parametrov a, b, ¢ v CAS Mathematica (c = 30)

= Volné objekty
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Obrazok 3 Ukazka posuvnika pre hodnotu parametra ¢ v DGS GeoGebra (optimalne riesenie: ¢ = 46)

Grafické rieSenie moZeme potvrdit exaktnym softvérovym vypoctom. V prostredi
Mathematica (resp. vo webovej online aplikdcii www.wolframalpha.com) zaddme prikaz:

Maximize[{2x + 3y,0.5x+ 03y <9,02y <2,0.05x + 006 y<1,x >0,y = 0}, {x,y}].

V pripade minimaliza¢nej ulohy pouZijeme prikaz Minimize.



R WolframAlpha s

Maximize[{2x+3y,0.5 x+0.3 y<9,0.2 y<2,0.05 %+0.06 y=1,x20,y20}, 5y} =)
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Examples

Input interpretation:

2x+3y
X
maximize 05x4+03y=0A02y=2A
0.05x+006y=14A ¥
x=0/Ay=0
e) ey Mo isthelogical AND function =

Global maximum:

max{2x+3y|05x+03y=9A02y=2A
0.05x+006y=1Ax=0Ay=0=46 at (x, ¥) = (8, 10)

Obrazok 4 Softvérova odpoved’ na poziadavku maximalizacie

Dalgia ¢ast’ vyu¢ovacej jednotky je zamerand na upevnenie vedomosti. V zdujme rozvoja
hodnotiaceho a kritického myslenia, formovania kompetencii analyzovat, zddvodnovat
a argumentovat’, volime ulohy orientované na vysSie irovne pozndvacieho procesu Ziakov.
Vsetky ulohy nadvédzuji na kontext prvej tlohy. Ich rieSenie nie je podmienené uplatnenim
technoldgii, pouzitie softvéru pri rieSeni vSak odporicame.

Uloha 2

Ak by sa niekedy stalo, Ze sa na priamy konzum v kaviarni spotrebuje vicSie mnoZstvo
niektorého z polotovarov, bude ndjdené riesenie stdle optimdlne?
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Obrazok 5 Obraz optimalneho rieSenia tlohy 1

Z postupu pri grafickej metdde rieSenia je zrejmé, Ze obraz optimdlneho rieSenia leZi na
prieniku dvoch hrani¢nych priamok polrovin (obr. 5). Prva polrovina odpovedd podmienke
plyntcej z obmedzenia zasoby ovocného dzemu, druhd modeluje limit zasoby Cokolddove;j



polevy. Pre vSetky body na hrani¢nej priamke plati, Ze po dosadeni ich stiradnic za nezndme
do nerovnice nastdva rovnost’. V kontexte uilohy to znamend, Ze zdsoby prislusnej suroviny sa
pouZiji bezo zvysku. CiZe optimalnym vyrobnym pldnom sa spotrebujii vietky deklarované
prebytky ovocného dZzemu a ¢okoladdovej polevy.

Uloha 3

Aké mnoZstvo vanilkového cesta zostane nevyuZité? Konkurencnd firma poniika aj mensie
balenie cokolddovej polevy vhodnej do stroja na vyrobu peciva FEDORNETY, ale 7 dovodu
cenovej nevyhodnosti ju doteraz majitel nekupoval. Je mozZné zvysit zisk z vyroby dokiipenim
500 gramového balenia cokolddovej polevy v cene 9,50 € ?

Zostatkové mnoZstvo vanilkového cesta vypocitame z prvej nerovnosti 0,5 x + 0,3 y <9. Lava
strana vyjadruje mnoZstvo spotrebovaného cesta pri vyrobe x baleni krehkého peciva
ay baleni ovocného peciva. Pravd strana toto mnoZstvo v sulade so zadanim limituje. Po
dosadeni optimdlnych hodndt za nezndme sa hodnota l'avej strany rovnd 0,5 - 8 + 0,3 - 10 =
7 kg, €o znamend, Ze z povodnych 9 kg zostane prebytok 2 kg vanilkového cesta.

Ako vidno v nasledujicej tabulke, dokupenie cokolddovej polevy pozmeni pdvodny
matematicky model dlohy len v hodnote jednej konStanty.

Spotreba polotovaroy Preduind
Nadzov produktu vanilkové cokolddova ovocny reagna
y cena
cesto poleva dzem
Krehké FEDORNETY (1 balenie) 0,5 kg 50¢g - 2€
Ovocné FEDORNETY (1 balenie) 0,3 kg 60 g 0,2 kg 3€
Surovinové limity 9kg kL] 1,5 kg 2 kg

Druhtd nerovnicu nahradi nerovnica 0,05 x + 0,06 y < 1,5, ktord sa od povodnej lisi
absolitnym ¢lenom na pravej strane. Zmena absolitneho koeficientu linedrnej funkcie sa
prejavi posunom hrani¢nej priamky v smere suradnicovej osi y. Zmeni sa len mnoZina
pripustnych rieSeni, ucelova funkcia zostane povodna.

Ulohu Ziaci vyriesia graficky alebo algebrickym softvérovym vypo&tom, pomocou prikazu

Maximize[{2x + 3y,0.5x + 0.3y < 9,02y <2,0.05x + 0.06y < 1.5,x = 0,y > 0}, {x, y}].

Po dokupeni polevy je optimdlna vyroba 12 baleni krehkych FEDORNETY, 10 baleni
ovocnych FEDORNETY, s trzbou 54 €. Neznamenad to vSak, Ze vyroba s doktdpenou polevou
je vyhodnd z hl'adiska zisku. Hodnota ucelovej funkcie predstavuje iba trzbu z predaja,
nezohl'adiiuje ndklady. Odpocitanim ndkupnej ceny za ¢okolddovii polevu od trzby vyjadrime
zisk:

54 €-9, 50 €=44,50 €.

Vidime, Ze zisk klesol oproti predoslému, z ¢oho vyplyva, Ze dokipenim polevy v ponikanej
cene majitel’ nezvysi svoj zisk z vyroby peciva.



Uloha 4

Rastiica konkurencia sa prejavila zniZenim zdujmu o trvanlivé pecivo FEDORNETY aZ do
takej miery, Ze objedndvky odberatelov klesli na polovicu. Majitel’ kaviarne zistil, Ze ak chce
konkurovat’ vyrobkom novootvorenej cukrdrne, musi zniZit cenu krehkych koldcikov aspon
o0 10 centov a cenu ovocnych koldcikov aspon o 75 centov. Ako to ovplyvni optimdlny vyrobny
plan trvanlivého peciva FEDORNETY?

Zmena cien sa v modeli prejavi zmenou ucelovej funkcie: 71,9x + 2,25y MAX. MnoZina
pripustnych rieSeni zavisi len od podmienok, ¢ize zostane pdvodna.

Ulohu Ziaci vyriesia graficky alebo algebrickym softvérovym vypoétom, pomocou prikazu

1.9x + 2.25y,05x+ 03y <9,02y <2,005x + 006y <1,
x=20,y=>0

[ RESY)!

Maximize[{

Takto urCené optimdlne rieSenie: 16 baleni krehkych FEDORNETY, 3,33 baleni ovocnych
FEDORNETY, s trzbou 37,90 €, je iné ako v p6vodnom modeli. Toto rieSenie vSak nespiﬁa
podmienky tlohy, nakol'’ko premenné x, y vyjadruji pocty baleni a mdZu nadobtidat’ iba
celo¢iselné hodnoty. Takéto ulohy sa nazyvaji aj celociselné optimalizacné ulohy.
Grafickym znazornenim optimdalneho rieSenia bude taky bod s celoCiselnymi stradnicami
z mnoZiny pripustnych rieSeni (polygén), ktory ma najmensiu vzdialenost’ od priamky, ktora
je grafom tucelovej funkcie a dotyka sa polygénu. Ndjdeme ho porovnanim hodnét ticelovej
funkcie v bodoch s celo¢iselnymi stiradnicami. Pre ndzornost’ ich vyznacime v grafe (obr. 6).

sl T T ™

---------- vanilkové cesto

- —-— ovocny diem
30} 1

— — = {okolidovi poleva

; Optimilne rieSenie: x = 16.00 A y =3.33,
2wk {| pritom iéelova funlkcia nadobida hodnotu: 37.90 €.

Suradnice bodu:

b = Hodnota
."T ................... 4| % U ucelovej funkcie
h 14 ErE @ & v bde [14, 5:

y i 37.85 €.

: Eb+ @k =

30 40
Obrazok 6 Hl'adanie celo¢iselného rieSenia optimaliza¢nej alohy

Opisanym postupom sme zistili, Ze za podmienky celo¢iselnosti stradnic celovd funkcia
nadobuda maximélnu hodnotu v bode [14, 5]. CiZe optimalny denny vyrobny plén trvanlivého
peciva je 14 baleni prvého druhu a 5 baleni druhého druhu.

Majitel'ovi to prinesie zisk vo vyske 1,9 - 14 + 2,25 - 5 = 37,85 €. To je menej ako povodny
zisk 46 € pred zniZenim cien, ale viac ako polovica z tejto hodnoty, ¢o je pri zniZzenych
objedndvkach maximadlna trzba z predaja bez zniZovania cien. ZniZenie ceny je pre majitel’a
z hl'adiska ziskovosti, ako aj z hl'adiska spotreby prebytkov, vyhodné.



Poziadavku celocCiselnosti rieSenia v algebrickom softvérovom rieSeni zaddme parametrom
Integers, konkrétne

1.9x + 2.25y,05x+ 03y <9,02y < 2,

, 1, Y5, Int )
0.05x + 006 y<1,x=>0,y=>0 }{xy} ntegers]

Maximize[{

Poslednd zo série dloh (dloha 5) na prvy pohlad vedie k modelu s viacerymi nezndmymi, na
zéklade zadania je vSak moZné ich eliminovat’ a riesit’ opat’ tlohu s dvomi nezndmymi, teda
s rovinnou grafickou reprezentaciou. Ak rieSenie predoslych dloh Ziakom nerobilo t'azkosti, je
vhodné dtlohu rieSit skupinovou formou (4-Clenné skupiny). Ucitel v roli konzultanta
nevstupuje do procesu rieSenia v skupindch, riadi prezentdciu Ziackych rieSeni, pripadne
Ziakov navedie na nizSie opisany postup riesenia.

Uloha 5

Obchodnd znacka FEDORNETY obstdla v konkurencnom boji na trhu s trvanlivym pecivom.
Fedor medzicasom otvoril aj prevddzku v inom meste, ktord tyZdenne produkuje 250 baleni
peciva. Tie, spolu so 150 baleniami tyZdenne z prvej kaviarne, siui urcené na distribiiciu do
troch potravinovych velkoskladov v regione. S prvym mal Fedor zmluvne dohodnuty tyZdenny
odber 140 baleni, rovnako s tretim a do druhého kazdy tyZden doddval 120 baleni. Prepravnd
spolocnost iictovala ndklady v zdvislosti od vzdialenosti a od hmotnosti a objemu tovaru.
Prepocet ndkladov na 1 balenie peciva je uvedeny v nasledujiicej tabulke:

Velkosklad 1 Velkosklad 11 Velkosklad 111
Kaviaren 1 0,12 € 0,10 € 0,16 €
Kaviaren 11 0,16 € 0,18 € 0,12 €

cvve

Ulohou je rozdelit’ tyzdenne vyprodukované balenia pe&iva z dvoch vyrobnych prevddzok do
troch velkoskladov tak, aby boli dodrzané zmluvne dohodnuté mnoZstvd a aby cena za
prepravu bola najniZ§ia mozna.

Prepravované pocty baleni vyjadrime na zdklade danych udajov a vztahov pomocou dvoch
premennych X, y:

pocet baleni distribuovanych z kaviarne I do velkoskladu I ... x

pocet baleni distribuovanych z kaviarne I do velkoskladu Il ... y

pocet baleni distribuovanych z kaviarne I do velkoskladu IIl ... 150 - (x +y)

pocet baleni distribuovanych z kaviarne Il do velkoskladu I ... 140 - x

pocet baleni distribuovanych z kaviarne II do velkoskladu Il ... 120 -y

pocet baleni distribuovanych z kaviarne Il do velkoskladu III ... 140 - (150 - (x +y)) =x+y - 10



Vsetko prehl'adne zapiSeme do tabulky:

Velkosklad 1 Velkosklad Il Velkosklad 111
preprava pocet preprava pocet preprava pocet
jedného | prepravenych | jedného | prepravenych | jedného | prepravenych

balenia balent balenia balent balenia balent
Kaviaren 1 0,12 € x 0,10 € y 0,16 € 150 - (x +y)
Kaviaren 11 0,16 € 140 - x 0,18 € 120 -y 0,12 € x+y-10

Vsetky vyrazy vyjadrujice pocty baleni musia spliat podmienku celoc¢iselnosti
a nezapornosti. RieSenim ststavy nerovnic

x=20

y=0

150 - (x+y) =0

140 -x =20

120-y 20

x+y-1020,
ktord sme dostali z podmienok rieSiteI'nosti zadanej ulohy, je mnoZina pripustnych rieSeni

ulohy.

Minimalizaciu ndkladov na prepravu peciva z vyroby do velkoskladov vyjadruje dcelova
funkcia

0,12x+ 0,10y + 0,16 (150 -x-y) + 0,16 (140 -x) + 0,18 (120 -y) + 0,12 (x + y- 10) MIN.
Zjednoduseny predpis ucelovej funkcie je - 0,08 x— 0,12y + 66,8 MIN.
Ulohu vyriesime graficky (obr. 8) aj exaktnym softvérovym vypo&tom (obr. 7) pouZitim prikazu

66.8 — 0.08x — 0.12y,150 —x—y > 0,140 —x = 0,

M1n1mlze[{ 120—y=>0,x+y—-10=>0,x=>0,y>0

[ RESY)!

Optimalny distribu¢ny plan trvanlivého peciva z hl'adiska minimalnych prepravnych nakladov
je zapisany v nasledujicej tabul’ke.

Velkosklad I Velkosklad 11 Velkosklad I11
Kaviaren [ 30 baleni 120 baleni 0 baleni
Kaviaren 11 110 baleni 0 baleni 140 baleni




250

150

& WolframAlpha s

| Minimize[{66.8-0.08x%-0.12y, x>=0, y==0, 150-%-y>=0, 140-x>=0, 120-y>=0, x+y-1 B |

EB-ED-aD = Examples =2 Random

Input interpretation:

function 66.8 —0.08x-0.12 y
o domain x=0Ay=04A : X
minimize 150 —x—y=0A fo y
140 —x=0A120—y =0 A
—10+x+y=0

e1 Meg Mo isthelogical AND function =

Glebal minimum:

min{66.8 — 0.08 x - 0.12 y|
x=z0Ay=z0A-x—y+150=0A140-x =04,
120—-y =20 x+y—-10=0} =50 at (x, ¥) = (30, 120)

Obrazok 7 Algebrické rieSenie ulohy 5

--------- 150 — (x + 3) = 0
- - 140 — x>0
s—e=  120-y=0

_— i+y-10=0

Obrazok 8 Grafické rieSenie ulohy 5



3.1 Namety na Ziacke projekty

Fazu precvienia v danej vyudovacej jednotke sme realizovali projektovou metédou. Ziaci na
vypracovani projektov pracovali v troj¢lennych skupinach, kazdd skupina dostala vlastné
zadanie optimalizacnej dlohy. Ciel'om projektu bolo

e vyrieSit tlohu pouzitim zvolenych IKT prostriedkov (v rdmci 1 vyu€ovacej hodiny),
e prezentovat rieSenie v triede (Casovo obmedzena prezentdcia: 3 mintty),
¢ zhodnotit’ prezentované rieSenia spoluziakov.

Zadania dloh sme cerpali z ¢lanku Analytickd geometria verzus linedrna optimalizacia
(Timkov4, 2004/2005) a z webovej vyukovej aplikdcie dostupne;j na
http://web.ics.upjs.sk/grulp/ (Timkova, 2001), niektoré z nich st upravené. Vzorové rieSenia
st naprogramované v CAS Mathematica (priloha 1).

Zadanie 1

Skolsky bufet s rychlym obcerstvenim pomika 2 druhy bagiet vlastnej vyroby:
syrovo - Sunkovii a Sunkovi. Pripravujii sa zo surovin: bageta, Sunka, syr a zeleninovy saldt.
Konkrétne na jednu syrovo - sunkovi bagetu sa pouZije jedna tretina bagety, 5 dag Sunky,
4 dag syra a 10 dag zeleninového Saldtu. Vyroba Sunkovej bagety spotrebuje jednu tretinu
zcelej bagety, 5 dag Sunky a 20 dag zeleninového Saldtu. Majitelka bufetu uzavrela
s miestnou pekdriou dohodu o dennej doddvke 60 kusov bagiet a v nedalekom diskonte
nakupuje kaZdy den 6 kg Sunky, 2 kg syra a 27 kg zeleninového Saldtu.

Vv

Kolko kusov ktorych bagiet md majitelka bufetu vyrobit, aby dosiahla ¢o najvyssi zisk, ak zisk
z predaja jednej sunkovej bagety je 0,35 € a zo syrovo - Sunkovej 0,42 € ?

Matematicky model:

173x+ 1/3y <60
0,05x+ 005y <6
0,04 x <2
01x+02y<27
x=0

y=0

042x+ 035y MAX

Zadanie 2

Zmrzlindr MRAZIK sa na zaliatku leta rozhodol, Ze bude vyrdbat' len smotanovi
a cokolddovii zmrzlinu. Dohodol si s farmou Mliecko mesacné doddvky 95 litrov smotany,
200 litrov polotucného mlieka a s cokoldadoviiou Orion doddvky 60 litrov horkej cokolddy.
Firma Cukrik mu bude pravidelne doddvat 110 kilogramov krystdlového cukru. Pri
uvedenych mnozstvdach mohol zmrzlindr vyuZit vyhodné velkoobchodné ceny.

Mrdzik potrebuje na vyrobu 1 litra smotanovej zmrzliny 0,5 | smotany, 0,2 litra polotucného
mlieka a 0,4 kilogramov krystilového cukru. Priprava 1 litra cokolddovej zmrzliny si
vyZaduje 0,2 | smotany, 0,4 litra polotucného mlieka, 0,3 | horkej cokolddy a 0,5 kg
krystdalového cukru. Jednu ddvku (t.j. 50 ml) smotanovej zmrzliny preddva zmrzlindr Mrdzik
po 0,3 € ddvku cokolddovej po 0,35 €.

Kolko litrov smotanovej a kolko litrov cokolddovej zmrzliny md Mrdzik vyrobit' z danych
mnoZstiev surovin, aby mal co najvacsi zisk?



Matematicky model:

05x+02y<95
02x+04y=<200
0,3y <60
04x+05y<1I10
x=0

y=0

6x+7y MAX

Zadanie 3

Na farme MLIECKO kimia dobytok dvoma druhmi krmiv: senom a sildZou, v silade
s predpismi na produkciu BIOpotravin. Aby vyprodukované mlieko splitalo prisne normy,
sleduje sa splnenie urcitych vyZivovych kritérii v dennej krmnej ddvke. Td by mala obsahovat
aspon 1900 gramov bielkovin, aspon 180 gramov vdpnika a aspon 5 gramov vitaminu C.
Obsah jednotlivych vyZivnych ldtok v pouZivanych krmivdach a ich ceny st uvedené
v nasledujiicej tabulke.

Obsah vyzivnych latok Nakupni
Krmivo | bielkoviny | vapnik | vitamin C cena
(gkg) (gkg) (mg/kg) (€/kg)
Seno 50 10 50 0,01
Silaz 70 6 100 0,02

Aké mnoZstvd jednotlivych krmiv md obsahovat' dennd kimna ddvka, ak md spliiat vyZivové

Matematicky model:

50 x + 70 y 21900
10x+6y 2180
0,050 x + 0,100y 25

x=20
y 20

0,01 x+ 0,02y MIN

cvve




Zadanie 4

Cokolddoviia ORION doviezla 800 kg kdvy, 300 kg kakaa a 200 kg cukru. Rozhodla sa
spracovat tieto suroviny na kakaovy sirup a obliibeny ndpoj Kavovit. Predajné ceny

vyprodukovanych ndpojov a spotrebu kdvy, kakaa a cukru na liter ndpoja uvdadza nasledujiica
tabulka.

Kakaovy sirup Kavovit
(kg/D) (kg/D)
Kava 0 0,5
Kako 0,6 0,2
Cukor 0,4 0,1
Predajna cena (€/liter) 1,3 € 2€

Aké mnoZstvd jednotlivych ndpojov md firma vyrobit z dovezenych surovin, aby jej trzba bola
co najvyssia?
Matematicky model:

0,5y <800

0,6 x+ 0,2y <300
04x+0,1y=<200
x =20

y=20

13x+2y MAX

Zadanie 5

O tyZden sa kond predajnd vystava rucnych remesiel. Firma Modrotla¢ chce poniiknut dva
vzory Satoviek: jeden (A) s malymi a druhy (B) s vdcsimi kvietkami. Md k dispozicii 100
metrovy bal pldtna, 12 kg farbiva a jedného pracovnika so 42 hodinovym tyZdennym
pracovnym casom. Spotreba farbiva, c¢asovd ndrocnost' a cena za 1 m Satovky su uvedené
v nasledujiicej tabulke.

Vyrobné Cinitele
Textilia zisk spotreba farbiva pracnost’
(€/m) (kg/m) (hod/m)
A 50 10 50
B 70 6 100

Urcte taky vyrobny program, ktory by zabezpecil maximdlny moZny zisk.




Matematicky model:

01x+02y<12
0,5x+ 025y <42
x=20

y=20

15x+2y MAX

Zadanie 6

Prepravnd firma Spedit & syn, ktord viastni jedno auto znacky "C20" s nosnostou 2 t a jedno
auto znacky "C30" s nosnostou 3,5 t, dostala zakdzku prepravit dnes 4 tony tvdrnic. U oboch
dut sa spotreba pri vicsom zataZeni zvySuje, u "C20" je vyjadrend funkciou 10 + 2x, u "C30"
funkciou 13 + x litrov nafty na 1 kilometer, kde x oznacuje hmotnost prepravovaného ndkladu
v tondch. Spedit md dlhodobo prenajatii nakladaciu rampu, a to na 4 hodiny denne, pritom
plné naloZenie kazdého z dut tvdrnicami trvd 3 hodiny, u mensieho ndkladu je to vimerne
menej.
Ako md firma Spedit rozloZit ndklad na svoje dve autd, ak chce minimalizovat prepravné
kilometrové ndklady ?
Matematicky model:

(3/2) x + (6/7)y <4

x+y=4

x<2

y<35

x=20

y=20

10+2x+13+y MIN
Zadanie 7

Pekdr KOLACIK vyrdba ako polotovar listkové a iisporné cesto z miiky a tuku. PoZiadavky na
suroviny a predajnd cena jedného kilogramu su uvedené v tabulke.

Spotreba surovin .
- Predajna cena
Cesto mika tuk
(2) (g) (€)
Listkové 500 400 5,00
Usporné 700 200 3,50

Urcte optimdlny vyrobny pldan, ak md pekdr k dispozicii 10 kg miitky a 5 kg tuku.

Matematicky model:

05x+07y<10
04x+02y<5
x=20

y=0

Sx+35y MAX



Zadanie 8

Pocitacovda spolocnost ILTEN vyrdba dva populdrne modely kldvesnic. KaZdy z modelov
zhotovia za hodinu, ale zatial’ co model TTI1 potrebuje len 7,5 miniity na testovanie, model
TT2 sa testuje aZ 30 miniit. Sticasné moznosti spolocnosti si také, Ze mesacne st schopni
vyrdabat' 45 000 hodin a testovat’ 15 000 hodin. Zisk 7 predaja modelu TTI je 5 € a z modelu
TT2 za kaZdy kus 8 €

Vv,

Aky je najvyssi moZny mesacny zisk spolocnosti bez toho, aby zvySovala svoje sicasné
kapacity?
Matematicky model:

X +y <45000

7,5 x + 30y <(15000:60)

x=20

y=0

S5x+8y MAX

Zadanie 9

Pri priprave vianocného peciva sa gazdinka rozhoduje medzi dvomi receptami - orechové
rezy a dvojfarebné rezy. Miiky, vajicok, cukru a dalsich prisad md dost, ale cokolddy je doma
len 0,5 kg, tuku 0,4 kg a orechov 1kg. Spotreba cokolddy, orechov a tuku v gramoch na jednu
ddvku pre jednotlivé recepty je dand v nasledujiicej tabulke.

Spotreba surovin na 1 davku
Recept 3
¢okolada orechy tuk
Orechové rezy 100 g 200 g 50¢
Dvojfarebné rezy 50 g Og 80 g

Aké pecivo md gazdinka napiect, ak nechce robit dalsie ndkupy, a chce napiect c¢o najviac
z toho, co je prdave doma?

Matematicky model:

0,1x+005y<05
0,1x<1

0,05x+ 0,08y <04
x=20

y=20

x+y MAX



Zadanie 10

Na polnohospoddrskom druZstve sa oSipané vykrmuju zemiakmi a repou. Zemiaky obsahuji
3% bielkovin a 15% uhlohydrdtov. Repa obsahuje 1% bielkovin a 10% uhlohydrdtov. Obidve
krmivd obsahujii 2% minerdlnych soli. Osipané denne potrebujii minimdlne 0,3 ton bielkovin
a 2,25 ton uhlohydrdtov, ale potrava nesmie obsahovat’ viac ako 0,5 ton minerdlnych soli.
Cena 1 tony krmnej repy je 50 € a krmnych zemiakov 100 €.

Kolko zemiakov a repy sa md skrmit, aby kimenie bolo c¢o najlacnejsie?
Matematicky model:

0,03x+ 0,01y =203

0,15x+0,1y2225

0,02x+002y<05

x=20

y=0

100 x + 50y MIN

Zadanie 11

Vo farmaceutickej firme vyrdbajii rozne bylinkové caje. K dispozicii maju 1 kg medovky,
1,3 kg mdty piepornej, 1 kg Zihlavy a 1 kg repika lekdrskeho. Vypocitajte, aké druhy c¢ajov md
firma vyrobit, aby dosiahla maximdlny zisk, ak hmotnosti uvedenych bylin vyjadrené
v gramoch, ktoré su potrebné na vyrobu jednotlivych cajov a ich ceny su nasledovné:

Spotreba bylin Predajna
Caj medovka | miita repik | zihlava cena
(2) () () (2) ©)
Upokojujuci 20 15 15 0 31
Povzbudzujuci 10 15 0 25 35
Matematicky model:

002x+00ly<1
0015x+0,015y < 1,3
0015x< 1
0025y<1

x=20

y=0

3l x+35y MAX

3.2 Poznamky a postrehy z vyucovania

Vyucovanie podla opisanej metodiky sa opakovane u Ziakov stretlo s pozitivnym ohlasom.
Obsah vyucovacej jednotky ich mimoriadne zaujal, nemali problém porozumiet
matematickému modelovaniu linedrnych optimaliza¢nych tloh a principu rieSenia.



Prvotné uplatnenie pocitatom podporovaného vyucovania matematiky malo vyrazny
motivacny efekt. Na druhej strane vSak Ziakom chybali zru¢nosti v ovladani néstrojov DGS,
¢i webovej CAS aplikicie. To odvadzalo pozornost zZiakov od matematickej podstaty
problému, v niektorych pripadoch viedlo k bezmyslienkovitej ¢innosti kopirovania projekcéne
zobrazenych postupov ucitela. V zdujme predidenia opisanej situdcie odporiame zaradit
pocitacom podporovani vyucbu na hodinidch predchadzajicich tejto metodike. Ak to predsa
nie je mozné, je efektivnejSie venovat’ osobitny €as zozndmeniu sa s potrebnymi softvérovymi
ndstrojmi, resp. pouzivat’ iba jeden novy softvérovy prostriedok, ostatné nahradit’ manudlnymi
vypoctami, ¢i postupmi.

S istou cCasovou zdtaZou musime pocitat’ aj v pripade pouZivania vlastnych Ziackych
prenosnych pocitacov. Napriek poZiadavke na inStalaciu a poskytnutiu inStalaénych stborov
s Casovym predstihom priblizne tretina triedy nemala na zaciatku hodiny na pocitacoch
nainstalované potrebné softvérové vybavenie, niektori nemali ani skopirované inStalacné
stibory. Cinnost’ spojend s instaldciou zabrala 15 mindt, ostatni Ziaci mali ndhradnd &innost’.

Po matematickej stranke Ziakom rieSenie projektov nerobilo takmer Ziadne t'azkosti. Pomocou
ucebného textu, na ktory sa odvoldva navrhnutd metodika (pouzivaného na vyucovani) Ziaci
vo vSetkych zadaniach dospeli k sprdvnemu matematickému modelu. Vynimkou bola skupina
triedy s rozsirenym vyucovanim jazykov, ktorej chybali zru€nosti v ovlddani softvérovych
nastrojov. Tam sme od zadania projektov upustili a Glohy sme rie$ili na najblizSich hodinach
spoloCne.

Z pohladu ucitel’a je dolezité overit’ spravnost’ vSetkych rieSeni v dobe pred prezenticiou,
lebo v pripade chybného rieSenia by vyhradeny ¢as na prezenticiu riesenia nemusel byt
postacujuci.

Rovnako dbdlezitou tdlohou ucitela je upozornit’ Ziakov na ,,netypické* vysledky, konkrétne na
situdciu s nekone¢nym poctom rieSeni ako aj na optimdlne rieSenie matematicky vyjadrené
usporiadanou dvojicou [0; y] alebo [x; O].

VonkajSou motivaciou pre ziakov bolo pridelenie bonusového bodu za spravne rieSenie,
interpreticiu rieSenia v kontexte zadania a kvalitnd prezentdciu kazdému cClenovi skupiny.
O prideleni bodov rozhodoval ué¢itel’. Ziaci boli vopred informovani o spdsobe prezenticie
vysledkov, vritane trojmindtového ¢asového obmedzenia, ktoré bolo striktne dodrZiavané. Vo
ndhodne vybrany Ziak jednou vetou zhodnotil prezentované rieSenie, s ¢im mali Ziaci
najvicsie tazkosti (Uplne sa vyhybali negativnej kritike). Z toho vyplyva potreba CastejSieho
zaradenia podobnych foriem prace do vyucovacieho procesu.



4 NELINEARNE OPTIMALIZACNE ULOHY

Navrhnuty systém tloh pozostdva zo Siestich nelinedrnych optimalizaénych dloh. Ucivo
spada do tematického celku Funkcie, ulohy maji motiva¢no — aplika¢ny charakter. Prvé Styri
tlohy vedid k hladaniu lokdlneho maxima kvadratickej funkcie. Ulohy 1, 2 a3 na seba
kontextovo nadvdzuji, udloha 4 je nezdvisld. Prva udloha md typické rieSenie, hl'adané
celoCiselné rieSenie odpovedda vrcholu paraboly. RieSenie ostatnych udloh sa vyznacuje
nejakou osobitostou, rozvija u Ziakov kritické a hodnotiace myslenie, zmysel pre kauzalitu
a zohladfiovanie sivislosti. Ulohy 5 a 6 st prevzaté z uéebnice Matematika I s ekonomickymi
aplikdciami (Soltés, Hudec, 2007), obe vedii k hP'adaniu minima nepolynomickej funkcie.

Ulohy majui r6znorodé moznosti uplatnenia vo vzdelavacom procese (v sérii alebo samostatne
zadané):

ako problémové motivacné tlohy pri vyucovani vlastnosti funkcif,

® ako problémové ulohy s propedeutickym efektom pred zavedenim pojmu kvadraticka
zavislost’,

e ako aplikacné a fixa¢né tlohy pri vyucovani elementarnych funkcii.

Uloha 1

Cestovnd agentiira poniika do mesacného prendjmu turistické GPS navigdcie v cene 60 € za
kus a pri tejto cene zapoZicia priemerne 3000 kusov mesacne. KaZdé zvySenie ceny o 2 €
prinesie zniZenie poctu prenajatych navigdcii o 100 kusov mesacne v priemere. Aky
maximdlny mesacny zisk moZe mat agentiira zo zapoZiciavania navigdcii a pri akej cene ho
dosiahne, ak jej mesacné ndklady na tidrzbu jedného pristroja, vrdtane amortizdcie, s 20 €?

Ulohu rieSia Ziaci samostatne, pouZitie dostupnych IKT pomdcok neobmedzujeme.
NajbeznejSie ziacke rieSenie spoc¢iva v opakovanom vypocte zisku agentury v zdvislosti od
poctu cenovych navySeni, s cielom ndjst maximdlny zisk acenu, pri ktorej ho agentdra
dosiahne. Vhodnym ndstrojom na vypocet jednotlivych hodndt zisku je tabulkovy procesor,
ako vidno v ukdZke obrazovky (obr.9). Danad tloha md jedno rieSenie: maximdlny zisk
125 000 € agentira dosiahne pri jednotkovej cene 70 €'za prendjom.

Pre zvySenie nadzornosti doplnime Ziacke rieSenie o vizualizéciu Ciselnych hodndt formou
grafu. V uvedenej ukdzke je pouzity graf XY zdvislost, vhodny je aj Ciarovy graf, priCom
dbame na jeho nespojitost’. Opisany pristup k rieSeniu u Ziakov formuje diskrétne vnimanie
zavislosti dvoch veli¢in a okrem iného propedeuticky pripravuje Ziakov na numerické iteracné
metody rieSenia problémov.

Od ziakov pozadujeme zdovodnenie, Ze ani pri vySSich cendch za prendjom, ako obsahuje

tabul’ka, uz agentira nedosiahne vyssi zisk. Vedieme ich k vyjadreniu predpisu funkcie zisku.
Opierame sa o vzorce vtabulke a dostivame f,:y=(60+2x-20)(3000-100x), po

zjednoduseni a tprave na kanonicky tvar mame f,:y=-200(x —5)> +125000. RieSenie

uzavrieme tym, ze ide o kvadratickd funkciu definovani na podmnoZine prirodzenych ¢isel.
Jej kvadraticky koeficient je zdporny, ¢omu odpovedd priebeh s maximom vo vrchole so

siradnicami [5;125000].



A B e D E: F G H I ] K I3

pocet

cenaza naklady | zisk z prendjmu |prenajatych|celkovy zisk
1 | prendjom |agentdry | jednej navigicie | navigécii |z prendjmu
2 60 20 40 3000 120000 SO0
3 62 20 42 2900 121800
4 64 20 4 2800 123200 IE R s g TP )
5 66 20 46 2700 124200 120000
6 68 20 48 2600 124300 1l
7 70 20 50 2500 125000 +
2 72 20 52 2400 124800 110000 *
9 74 20 54 2300 124200 'S
10 76 20 56 2200 123200
D 20 58 2100 121300 00000
12 80 20 60 2000 120000 ®
13 82 20 62 1900 117800 50000 L 4
14 84 20 64 1300 115200
15 86 20 66 1700 112200 +
16 88 20 68 1600 108800 S
17 90 20 70 1500 105000
138 92 20 72 1400 100800
19 94 20 74 1300 96200 70000
20 96 20 76 1200 91200 01234567 8 9101112131415161718192021
21 98 20 78 1100 85800
22 100 20 30 1000 80000

Obrazok 9 Grafické rieSenie dlohy 1

Uloha 2

Z prieskumu vyplynula tiez moZnost zniZit cenu za prendjom pristroja, pricom kaZdé zniZenie
o dve eurd prinesie zvysSenie odberu o 220 kusov navigdcii. Pri akej cene bude zisk
z prendjmu maximdlny? Je moZné, Ze agentiira ziska viac zniZenim ako zvySenim ceny za
prendjom?

Vyuzijeme kopiu tabulky zrieSenia predoSlej ulohy. Analogicky ndjdeme maximalnu
hodnotu zisku 7124 440 €, ¢o je menej ako 125 000 € (obr. 10). Znamen4 to, Ze zniZovanim
ceny s uvazovanou odozvou na dopyte agentira neziska viac. Na trhu s inymi podmienkami
by vSak vo vSeobecnosti maximum druhej funkcie mohlo prevysit maximum funkcie f,. Od
Ziakov pozadujeme priklad takej zavislosti (staci zvacsit’ hodnotu, o ktord sa zvySuje dopyt po
pristrojoch, na 300).

A B 5 D E: F G H I ] K L
pocet 130000
cenaza | naklady | ziskz prendjmu |prenajatych|celkovy zisk

1 | prendjom |agentiry| jedne]navigacie | navigdcii |z prendjmu 125000 + ry
2 60 20 40 3000 120000 * t 14
3 58 20 38 3220 122360 120000 P
4 36 20 36 3440 123840
5 54 20 34 3660 124440 a0 *
6 52 20 32 3880 124160 Yioooo
7 50 20 30 4100 123000
3 48 20 28 4320 120960 105000 3
9 46 20 26 4540 118040
10 a4 20 24 4760 114240 100000
1 2 20 2 4980 109560 =2 B B B LY B Glha RS
12 40 20 20 5200 104000

Obr. 10 Grafické riesenie alohy 2

V tabul’kovej reprezenticii funkcie f, vidime, Ze postupnost’ hodndt zisku ,,nie je simernd

podla maximalnej hodnoty*, na rozdiel od funkcie f,. Potvrdzuje to aj graf funkcie f,, ktory
nie osovo sumerny. To vedie k sérii otdzok, na ktoré Ziaci hladaji odpoved’ v dvojiciach,
resp. vicsich skupindch, ak to organizacia vyucovania dovol'uje:

¢ Akym predpisom je funkcia uréend?



¢ O aky typ elementdrnej zavislosti sa jedna?
e Nadobuda maximum v bode ,,3°?

Zdanlivy nestlad spoc¢iva v tom, Ze bod so stradnicami [3; 124440] nie je vrcholom paraboly,
ktora je grafom spojitej funkcie f,. Vyplyva to z predpisu funkcie
f>:y=(60-2x—-20)(3000+220x), po uprave f,:y=—40(x—3)* 1600 7 kontextu

11
ulohy je zrejmé, Ze funkcia f, je definovand len pre celociselné hodnoty, jej grafom je

mnozina izolovanych bodov paraboly. Z vlastnosti kvadratickej funkcie d’alej vyplyva, Ze f,

Vv

nadobida v bode ,,3* maximum, lebo je to bod najblizs§i k vrcholu paraboly (vrchol ma
4 : — 35 —

sdiradnice x =22, y =130 )

Na zaver upozornime na fakt, Ze aj rieSenie tejto ilohy je jednoznacné, ale optimalna hodnota

neodpoveda vrcholu paraboly. Otvorime diskusiu k moZnému poctu optimélnych rieSeni pri

diskrétnej kvadratickej zavislosti. Diskusiu riadime, pripadne smerujeme k objaveniu situicie

sdvomi optimdlnymi rieSeniami x,,x, (pripad, ked os paraboly rozpol'uje interval
s krajnymi bodmi x,, x, ).

V d’alsej tlohe skimame spojitd zavislost. Odporicame formu hrania roli. Ucitel' vystupuje
v pozicii marketingového manaZéra, ktory predstavuje projekt cenového zvyhodnenia pre
zdkaznikov. Dal$imi aktérmi su:

e pracovnici vypoctového oddelenia, ktorych tdlohou je pripravit’ ndstroj na vypocet
povodnej a zvyhodnenej ceny a pruzne ho prispésobovat’ ndvrhom manaZzéra,

e (lenovia predstavenstva, ktori posudzujd, pripadne oponuji vhodnost’ ndvrhu s cielom
maximalizovat’ zisk,

e zdkaznici, ktorych cielom je minimalizovat’ cenu za zapoZicanie.

Uloha 3

Agentiira zapoZiciava turistické GPS navigdcie - s o :
. ve . P n ‘Rast prijmu z prendjmu pri pdvodnej
aj na kratsie casové b{seky. Povodne bola | i e i =
vyslednd suma  priamoumernd dobe e
zapoZicania pri stanovenej hodinovej sadzbe — « d
(pristroje  maju  zabudovany  casovac Py
s presnostou na stotiny sekundy). I A
Rozmdhajiica sa konkurencia vsak agentiire o A e
sposobila odliv zdkaznikov, preto F o A1
marketingové oddelenie navrhuje program AL
cenového  zvyhodnenia,  podla  ktorého A1
hodinovd cena klesne 7 1,50 € o tolko percent, -
o0 aky cas prekroci doba zapoZicania 15 hodin.
Manazér prezentoval rieSenie predstavenstvu,
graficky demonstroval, Ze hoci prijem
agentiry rastie pomalSie ako v povodnom linedrnom modeli, s rastiicou dobou zapoZicania
md neklesajiici trend. Prijali by ste na mieste majitela navrhovanii tipravu?

-

20

15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47

Problém je otvoreny novym otdzkam, navrhovanym upravdm, porovnaniam z rdznych
pohl'adov. Pontikame zopar zichytnych bodov, ktoré povazujeme za klIticové pri analyze
problému.



e Manazér argumentuje potrebu znizovania ceny odlivom zdkaznikov (napr.
z aktudlneho mesacného poctu 2000 na 1750), odvoldva sa na priemernd dobu
zapoZziCania (napr. /5 az 30 hodin), pri ktorej pokles zisku nie je taky markantny
(vychadza z priemerov).

pévodna cena zvyhodnena cena
doba priemerny priemerny
zapoZicania prijem prijem
z jednej pocet mesacny z jednej pocet mesacny
vypozicky | zakaznikov prijem vypozicky |zakaznikov| prijem
15 aZ 30
hodin 33,75 1750 59062,5 30,9 2000 61800
A B c D E
celkovy zisk
celkovy zisk| z prenajmu
z prendjmu pri
doba pri pdvodnom
prendjmu doba platba za cenovom | cenovom
1 |nad 15 hodin | prenajmu hodinu  |zvyhodneni| systéme
2 0 15 1,5 22,5 22,5
3 1 16 1,485 23,76 24
4 2 17 1,47 24,99 25,5
5 3 18 1,455 26,19 27
6 a 19 1,44 27,36 28,5
39 37 52 0,945 49,14 78
40 38 53 0,93 49,29 79,5
a1 39 54 0,915 49,41 81
22 40 55 0,9 43,5 82,5
a3 a 56 0,885 49,56 84
24 42 57 0,87 49,59 85,5
a5 a3 58 0,855 49,59 87
6 24 59 0,84 49,56 88,5
a7 as 60 0,825 3,5 90
43 a6 61 0,81 49,41 91,5
43 a7 62 0,795 49,29 93
50 a8 63 0,78 49,14 94,5
51 49 64 0,765 48,96 96
52 50 65 0,75 48,75 97,5
53 51 66 0,735 48,51 99

Obr. 11 Porovnanie zisku pri zvyhodnenej a pdvodnej cene

e Pracovnici vypoctového oddelenia vyjadria predpisy funkcii prijmu agentiry zo
zapozicania jedného pristroja v zavislosti od doby zapozicania, pri zvyhodnenej cene
f, :y=1,5'x~[1—

graficky.

XI_T(I)SJ’ pri povodnej cene f,:y=15-x, zndzornia ich priebeh

e Ktokol'vek zo zucastnenych upozorni na nutnost horného obmedzenia doby
zapoZziCania na 58 hodin, aby bola dodrzana podmienka neklesania hodnot prijmu pri
rasticej dobe zapoziCania.
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Obr. 12 Demonstracia nutnosti horného obmedzenia doby zapoZi¢ania v zaujme nestratovosti

Zaradenim nasledujicej tulohy chceme poukdzat na nutnost’ kriticky mysliet' a vnimat
suvislosti pri rieSeni dloh tohto typu a na €asto nepostacujuci ,,algoritmicky* pristup Ziakov
k rieSeniu.

Uloha 4

Vyletnd lod md kapacitu 1200 miest. Cena za jedno miesto na lodi je 150 €. Aby majitel
prildkal viac zdujemcov, vyhldsil pre najbliZsiu plavbu takiito akciu: ak pocet vyletnikov
prekroci 600, kaZdému z nich vrdti tolkokrdat 1,50 € o kolko prevysi pocet vyletnikov cislo
600. Najviac kolko eur moZe majitel lode ziskat za akciovi plavbu?

>

Zostavime matematicky model situdcie, tak ako v predoSlych ulohach, v ktorom
maximalizdciu zisku zplavby prevedieme na problém urcenia maxima funkcie

f:y=x- (150— LS5 (x - 600)), kde nezavisld premennd x vyjadruje pocet tcastnikov plavby.
Na ndjdenie maxima pouzijeme on-line aplikdciu dostupni na www.wolframalpha.com.
Zadame poziadavku na urenie maximalnej hodnoty v tvare

Maximize (x(150-1.5(x-600))).

Z odpovede (obr. 13) vidime, Ze funkcia nadobuda maximum vo vrchole paraboly so
sdradnicami [350;183750].



2% WolframAlp!

maximize(x (150-1.5 (x-600))) =] ]

Input interpretation

maximize x (150 — 1.5 (x — 600))

Global maximum

maxix (150 — 1.5 (x — 600))} = 183750 x = 350

Plot
200000 b
150000 b
100000 B

50000 F

1 1 1 1
P 200 400 600N BOO
— 50 [yﬂ't] F

_10gooo \
J

/

Computed by: ¥
Obr. 13 Softvérova odpoved’ na poziadavku maximalizacie

Hodnotu /83750 € ziaci ¢asto mylne povazuju za hl'adany maximalny mozny prijem majitel'a
z realizécie vyletnej plavby pre 350 tcastnikov. Pahko overime, Ze pri pocte 350 ucastnikov
podnikatel’ ziska iba 52500€. Zo zadania tlohy vyplyva obmedzenie definicného oboru
funkcie f na hodnoty vigsie ako 600, ¢o hodnota 350 nespiiia. Pre argumenty mensie alebo
rovné 600 zisk rastie priamoumerne poctu vyletnikov a najvdcSia hodnota odpoveda
najvicSiemu argumentu 600. AZ pre hodnoty vicSie ako 600 na vypocet vyuZijeme funkciu f.
T4 je na intervale (600;00) klesajiica. Z toho vyplyva, Ze majitel’ lode ziska najvy3§i prijem,
ked’ na palube lode bude prave 600 ucastnikov plavby. Sformulujeme odpoved’ na otdzku
polozenu v ulohe: majitel mdze z plavby ziskat’ najviac 90000 €.

Uloha 5

Z elektrdrne na jednej strane rieky sirokej 1200 metrov sa md viest kdbel ku tovdrni na druhej
strane rieky, 1500 metrov dole priidom. Ndklady na vedenie kdabla pod vodou sii 25 doldrov
za jeden meter, na vedenie v zemi sii 20 doldrov za jeden meter. Aki trasu zvolit pre kdbel,
aby ndklady boli minimdlne? Zmenila by sa optimdlna trasa vedenia kdbla, keby tovdren
bola vzdialend 2000 metrov dole priidom?

Pri rieSeni tejto ulohy vyjadreniu predpisu funkcie ndkladov prirodzene predchadza
zostavenie geometrického modelu. Je na zvadZeni ucitela, ¢i Ziakom da k dispozicii hotovy
model v podobe vykresu dynamickej geometrie. UkdZka na nasledujicom obrazku je
z prostredia DGS GeoGebra (obr. 14).



| GeoGebra - kabslaz,
Stbor Upravy Vzhlad Nastavenia Nastroje Okno Népoveda

l A | g L om . a=2 Pohyb
L | /v /’/_J I:)v ®v '\‘_/v | N _‘_v ‘%’v Premiestnenie alebo vyznacenie objektov (Esc)
| Volné objekty x
> B={0.02,0.68) @
@ E=(-0.68,1.78)
- @ ved =15 P’
| Zavislé objekty volba polohy tovéarne
-0 A=(-10.95, 4.43) (vzdialenost po pride
-0 D={1.82,20.82) -

. Ey=19.58,7.99)

- @ T={17.35, -4.85)
@ I={15.26,-1.39)

- IT=4.03

- @ a:1.1x + 0.66y = 0.43

- @ 1A + 0.66y = 15.83

-0 ey 066X + 1.1y =2.41

-0 d e+ 0.68P + (y - 1.78F =144
e: (x - 9.58)° + [y - 7.99)* =225
f=15

€. naklady = 487.08

dynamicky vypofet nékladov v zdvislosti
od umiestnenia bodu Z (pre zvolenu
vzdialenost tovarne na Brehu rieky)

Obr. 14 Ukazka riesenia ulohy 5 v DGS GeoGebra

V modelovej situdcii body E, T na rovnobezkich predstavuju elektraren atovdren na
naprotivnych brehoch rieky. Bod Ej je kolmym priemetom bodu E na prisluSnd priamku.
VSetky vzdialenosti v modeli su stokrdt menSie ako v zadani dlohy. Vzdialenost' tovarne od
elektrarne po prude rieky nastavujeme posuvnikom v pravej hornej Casti vykresu. Pohyblivy
bod Z je bodom zlomu na trase vedenia kabeldZe. Jeho umiestneniu odpovedd hodnota
premennej naklady, prostrednictvom ktorej si dynamicky vycislované celkové ndklady na
vedenie kabeldze.

Tento model Ziakom pomdze pri prvotnom skimani zdvislosti vySky ndkladov od volby
bodu zlomu Z. Pri prici s nim by mali objavit’ optimdlne rieSenie pre obe dané vzdialenosti
tovarne od elektrarne. TaZiskom rieSenia tlohy je zdévodnenie objavenych zdverov. Ziakov
vedieme k zostaveniu algebrického modelu udlohy, k vyjadreniu predpisu funkcie ndkladov

n, :y:\/12002 + (1500— x)2 -25+20x. Zvyrazu vidime vyuZitie Pytagorovej vety pri
vypoéte dizok jednotlivych tsekov trasy. V poslednej fize rieSenia opit’ vyuZijeme webovy
nastroj www.wolframalpha.com na grafické zndzornenie priebehu a vypocet minimdlnej
hodnoty funkcie n;, pre pripustné hodnoty argumentu (obr. 15). Pre vzdialenost’ /500 metrov
po prude rieky je z hl'adiska ndkladov najvyhodnejSie viest’ cely kdbel pod vodou priamo od
elektrarne k tovarni. Analogicky vyjadrime predpis funkcie ndkladov pre vzdialenost

2000 metrov n, :y = \/ 1200* + (2000 — X)2 25+ 20x a ur¢ime minimum (obr. 16).




& WolframAIpha s,

Minimize[25 Sqrt[1200°2 + (1500 - x}*2] + 20 %, {x,0,1500}] (=] ]
Input interpretation: Msthematica form
o function 254 12007 + (1500 —x)* +20x
minimize
domain 0=x=1500
Global minimum: Approximate form
min{25y 1200° + (1500 - x)* + 2Ux| D=x= 1500} =7500V41 af x=0
Plot:
B5000
B0 000 -
A5000 F
ix from 0 to 1750}
50000 F S
—
45000 f
50‘[] ld[]D 15‘0[]
Computed by: Wolfram Mathematica Download as: POF | Live Mathematica

Obr. 15 Ukazka on-line vypoctu

% WolframAlpha sz

Minimize[25 Sqrt{1200-2 + (2000 - X)*2] + 20 %, {x,0,2000}] =] ]
Input interpretation: Mathematica form
N function | 25+ 1200% + (2000 - x)? +20x
minimize
domain 0=x=2000

Global minimum:

min{25 Y 12007 + (2000 - x)? +20 x| Osxs 2000} =58000 2 x = 400

Plot:
TEOO00 |
TOOO00 |
BE000 |
(x from 0 to 2000
BOO00 |
Sl S =
R000 |
500 1000 1500 2000
Computed by: Wolfram Mathematica Download as: PDF | Live Mathematica

Obr. 16 Ukazka on-line vypoétu

Pre dplnost’ uvddzame rieSenie aj pre druhd dand polohu elektrarne a tovarne: ndklady budd
najnizsie, ak kdbel bude vedeny Sikmo pod vodou do vzdialenosti 400 metrov hore pridom od
tovarne a d’alSich 400 metrov bude vedenych v zemi.



Uloha 6

Vsetky vyrobné stroje v prevddzke podniku pracujii rychlostou 50 kusov za hodinu.
Nastavovacie ndklady sii 80 doldrov pre kaZdy stroj a celkové operacné ndklady si 5 doldrov
za hodinu nezdvisle od poctu strojov. Kolko strojov sa md pouZit, aby pri produkcii 8000
kusov boli ndklady minimdlne ?

Princip rieSenia ulohy 6 je rovnaky ako u predoslych uloh. Zo skiisenosti vSak upozoriiujeme
na problémové miesto v Ziackych rieSeniach: vyjadrenie poctu hodin prevadzky potrebnej na
vyrobu 8000 kusov vyrobkov. Zo zadania je zrejmé, Ze vo funkcii ndkladov bude nezavisla
premennd x vyjadrovat’ pocCet strojov. Doba prevadzky je urcend podielom poctu vyrobenych

kusov a hodinovou produkciou na x strojoch, teda 492 . Na objavenie tohto vztahu je vhodnd

tabul’ka, v ktorej Ziaci experimentuji s konkrétnymi hodnotami poctu = strojov
a zovSeobecnenim odvodia hl'adany vzt'ah.

Funkcia celkovych ndkladov definovand len pre celoCiselné argumenty je vyjadrena
predpisom 7n:y =80x+%. 5 Minimum dosiahne pre x = V10 , ¢omu najblizsia celociselnd
hodnota poctu strojov je 3 (obr. 17).

V suavislosti s pouzitim ,,ndhradnej* celocCiselnej hodnoty minima v ramci zhrnutia

diskutujeme so ziakmi aj otdzky poctu hodin prevadzky, po¢tu vyprodukovanych vyrobkov,
platnost’ rieSenia v situdcii, ked’ stroje pracuji v celohodinovych intervaloch.

3% WolframAlph

Minimize[80 x+5 160/x] 8 |

Input interpratation:

i 160
minimize 80x+5x —
&

Global minima:

Local minimum: Approximate form

5« 160
min{SO x+ } =160v10 x=v10

Plot:
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Obr. 17 Ukazka on-line vypoétu



ZAVER

Z nasich doterajSich skisenosti z vyu¢ovania matematiky na strednej Skole vyplyva, Ze prvym
predpokladom pre aktivne v€lenenie Ziaka do procesu vzdeldvania je zaujat' ho. Z tohto
pohladu je vyucCovanie, ktoré sa obsahovo tyka funkcii, vhodné na uplatnenie metdd
stimulujicich tvorivd Cinnost’ Ziakov. A to najmd vdaka r6znorodosti oblasti, v ktorych
funkcie maju svoje uplatnenie, ¢o poskytuje ucitel'ovi priestor na motivéciu ziakov s rdznymi
zdujmami. Ulohy, ktoré si podkladom pre navrhnuti metodiku sd situované do oblasti
obchodu a vol'no-Casovych aktivit, dve prevzaté tlohy su z prostredia priemyselnej vyrobnej
sféry.

PreukdzatelI'ny vplyv na vykon zZiaka maji aj dostupné pracovné néstroje. Mdme za to, Ze
vyucovanie bez podpory IKT prostriedkov ainforma¢nych zdrojov, ktoré su prirodzenou
sucastou mimoskolského Zivota Ziaka, by bolo v rozpore s aktivizaénymi snahami ucitel’a.
V sulade s tym metodika opisuje pouzitie IKT néstrojov, ktoré povaZujeme za efektivne pre
vyrieSenie danych tloh a dosiahnutie vymedzenych vzdeldvacich cielov. Uplatnenie systému
uloh vo vyu€ovani vSak nie je podmienené ich pouZitim. Navrhovand metodika nechdva
ucitelovi aj Ziakom priestor na vyber alternativnych podpornych prostriedkov.

V neposlednom rade zdoraziiujeme, Ze ziskanie pozornosti Ziaka, jeho motivicia a zaujem su
len prvym krokom na ceste k aktivnemu uleniu sa podla navrhnutej metodiky. Ulohou
ucitela je dalej ich pri rieSeni dloh vyuZit k objavovaniu suvislosti, k snahe
o zovSeobecnovanie a logické zdovodnovanie objavenych vztahov arozvijat’ tak funkcné
myslenie Ziaka.
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Zadanie 1
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Optimilne riefenie: x = 50.00 A v = 70.00, prifom tfelova funkeia nadobida hodnotu: 45.50.

Zadanie 2
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Optimalne rieSenie: x = 150.00 A v = 100.00, pricom udelova funkcia nadobuda hodnotu: 80.00.
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Zadanie 3
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Optimalne rieZfenie: = = 0.00 A y = 50.00, pridom adelova funkecia nadeobtda hodnotu: 1.00.

Zadanie 4
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Optimdlne rieSenie: x = 0.00 A ¥y = 1500.00, pridom uéelova funkcia madobtda hodnotu: 3000.00.
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Zadanie 5
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‘Optimélne rieSenie: x = 72.00 A v = 24.00, pridom ndelova fumkcia nadobida hodnotu: 156.00.

Zadanie 6
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Optimalne riefenie: = = 0.50 A y = 3.50, pridom adéelova funkecia nadobuda hodnotu: 27.50.
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Zadanie 7

OptimdIne riefenie: x = 8.33 A y = 8.33, pricdom néelova funkeia nadobida hodnotu: 70.83.

Zadanie 8
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Optimdlne rieSenie: x = 20000.00 A y = 25000.00, pricom uéelova funkcia madobida hodmotu: 300000.00.




Zadanie 9
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Optimalne riefenie: x = 4.00 A y = 2.00, pricdom Oéelova funkeia nadobuda hodnotu: 6.00.
Zadanie 10
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0 40
v = 15.00, pridom udelova funkcia nadobida hodnotu: 1250.00.
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Zadanie 11
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Optimalne rieSenie: x = 30.00 A y = 40.00, pricom néelova funkcia nadobida hodnotu: 2330.00.




