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Anotacia

V dnesnej dobe sa vel'mi Casto hovori o zavddzani informa¢no-komunika¢nych technolégii
ardznych novych metéd do vyucovania. SnaZime sa, aby ucenie bolo zaujimavejSie,
ndzornejSie. Tato prdca ma prezentovat vyuZivanie néstroja Derive vo vyucovani
matematiky. Praca je rozdelend do jedendstich kapitol. Prva kapitola popisuje prostredie
nastroja Derive. Druhd aZ desiata kapitola maji nazvy podla tematickych celkov, v ktorych
mozno Derive vyuZivat. Poslednd — jedendsta kapitola je zhrnutim kladov a nedostatkov
vyucovania s Derive a jeho porovnanim s klasickou vyukou. Derive mozno pouZivat’ pri praci
s vyrazmi rovnicami, funkciami, vektormi, maticami, deriviciami a integrdlmi. Pomaha
vizualizovat’ tlohy a ich rieSenia.
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UVOD

Matematicky pocitatovy program Derive sa radi k skupine programov zvanych Pocitacové
algebraické systémy. S tymto programom sme zacali pracovat’ na Skole, najprv na zdujmovom
krazku ,,Derive v matematike, v Skolskom roku 2006/2007, po absolvovani $kolenia v juli
2006 v skoliacom stredisku CEDIV-M — Centrum d’alSieho vzdeldvania ucitel'ov matematiky
na Strojnickej fakulte Slovenskej technickej univerzite v Bratislave. Ziakom sa tento program
zapaCil ana krdzok chodili vel'mi radi. O dva roky neskOor sme uZ stymto programom
pracovali aj na hodindch matematiky, kedy sa trieda delila na polovice a vyuc¢ovaciu hodinu
sme mali v triede, kde bolo desat’ pocitaCov. Z vlastnej skisenosti mdzeme povedat’, Ze
zaujem o matematiku u Ziakov vzrastol. Matematika sa stala zaujimavejSou a obl'ibenejSou.

Pri zapojeni sa do matematického projektu Comenius, sme zistili, Ze Derive je program, ktory
vo vel'kej miere vyuZivaju aj v zahrani¢i. Preto hlavnou témou préce, ktord opisuje osvedcent
pedagogicku skusenost’, je popisat’ vyuZitie spominaného matematického programu Derive
vo vyucovani matematiky. UkdZeme, ako moZno program vyuZivat v konkrétnych
tematickych celkoch.

Praca je rozdelend do jedendstich kapitol. Prvd kapitola popisuje prostredie Derive.
Nasledujuicich devit kapitol nesie ndzvy tematickych celkov matematiky, v ktorych mdZeme
pouzit’ Derive. Druhd kapitola Vyrazy popisuje vyuzitie programu pri zjednoduSovani
a vypoctoch hodndt vyrazov. Tretia kapitola Rovnice, nerovnice, ststavy rovnic a nerovnic
ukazuje moznost’ pouzit’ Derive pri rieSeni rovnic, nerovnic a ich sustav vypoctom i graficky.
Stvrt4 kapitola je venovand polynémom. Piata, najvicsia kapitola, Funkcia jednej premenne;j,
ukazuje vyuZzitie spominaného programu hlavne pri kresleni grafov jednotlivych funkcii.
Siesta kapitola Vektorova a analytickd geometria odhaluje moZnost’ vyuZitia Derive pri praci
s vektormi aurCovani vzdjomnej polohy priamok arovin. Siedma kapitola Postupnosti
redlnych cisel Citatelovi ukazuje, ako si zjednodusit pracu pri rieSeni dloh tohto celku.
Vypoéty v kombinatorike nepatria k oblibenym, hlavne z dovodu zdihavych vypodtov
hodndt faktoridlu a kombina¢ného Cisla. Preto v kapitole Kombinatorika ukazujeme ako si
pracu zjednodusit’ vyuZzitim Derive. V deviatej kapitole sa zaoberame vypoctom derivicie
funkcie a tieZ priebehom funkcie. Predposlednd kapitola - Integrdly ma citatel'ovi objasnit’
pouzitie Derive na vypocet neurcitého a urCitého integrdlu. Kapitoly 2 — 10 obsahuji aj
vzorové rieSenia matematickych uloh v programe Derive. NerieSené ulohy na precvicenie
v praci neuvadzame, nakol’ko v Derive rieSime klasické tlohy a myslime, Ze kazdy ucitel’ ma
dostatocne rozsiahle banky uloh z jednotlivych celkov, ktoré Ziakom beZne predkladd na
rieSenie ¢i uz na vyucovacej hodine alebo na doméce precvicenie.

Na kazdu podkapitolu st urené na 2-3 vyucovacie hodiny, podla rozsahu podkapitoly
a vedomostnej urovne Ziakov. Na zaliatku dvojhodinovky sme vzdy zhrnuli ucivo témy,
ktorej sme sa venovali a nasledne sme so Ziakmi prerieSili uvedenud vzorovu ulohu na tabul'u a
do zoSita a nakoniec s vyuZitim Derive. Potom pomocou Derive sme riesili d’alSie klasické
ulohy z rozlicnych matematickych zbierok. V poslednej — jedendstej kapitole si zhnuté nasSe
postrehy a postrehy Ziakov na vyu€ovanie matematiky pomocou Derive.

Hlavnym ciel'om tejto prace je obozndmit’ ucitelov matematiky s vyuZitim programu Derive
na hodindch matematiky resp. matematickych krizkoch. Ponechdvame uz na ucitelovi, kedy
av akom tematickom celku avakom rozsahu sa rozhodne Derive vyuzit. Sekunddrnym
cielom je budovat medzipredmetové vztahy s informatikou, urobit matematiku
zaujimavejSou a putavejSou.



1 PROSTREDIE DERIVE 6
Matematicky pocitacovy program Derive sa radi k skupine programov zvanych PocitaCové
algebraické systémy. Ak chceme snim pracovat, musime si ho najprv nainStalovat

do pocitaca.

1.1 Spustenie programu Derive, opis prostredia

Po nainStalovani Derive, st nainStalované zdkladné nastavenia. Program spustime dvojklikom

)

na ikonku Derive 6.

Derive 6

Obrazok 1 Ikona programu Derive 6

Nésledne sa ndm objavi takéto okno:

Startovanie Derive - ‘ &'

Spustit Derive so zakladnymi nastaveniami,
namiesto s doterajgimi nastawveniami?

_. ................ é nl:l ................. NIE |

[ nabudice toto okno nezobrazowat

Obrazok 2 Startovanie Derive 6

Po odkliknuti ,,Ano* sa objavi sa nasledujica obrazovka:

oansti Oknn  Bomocnic L x

Obrazok 3 Obrazovka programu Derive 6

Ak by sme na pracovnej ploche nemali ikonku zndzornent na Obrazku 1, tak Derive ndjdeme
v ponuke Start > Programy. Po par sekundich sa zobrazi obrazovka programu Derive takd,
ako na Obrézku 3.



Ako vidime, obrazovka Derive pozostdva smerom nadol z tychto Casti:

nadpis okna

ponuka

panel ndstrojov

okno Algebra, ktoré nazyvame aj prehl'ad (momentalne prazdne)

stavovy riadok

prikazovy riadok

vlavo panel s gréckymi symbolmi a vpravo panel s matematickymi symbolmi.

Po spusteni je systém pripraveny na zadanie vstupu cez prikazovy riadok. Do tohto
prikazového riadka uz moéZzeme zaddvat’ nejaké vyrazy, funkcie, s ktorymi chceme pracovat’.
ESte skor ako nie¢o zaddme do prikazového riadka, rozoberme si, co ndm pontikaji jednotlivé
Casti obrazovky spominaného programu. Hlavnd ponuku tvori:

I graf - [Algebra 1]

| §L’|bu:ur L:Iprgx-}r Vlezit” Zadat” Zjednodudit’ Riesitt Vypocet Moinosti Okno Pomocnik

Obrazok 4 Ponuka programu Derive 6

V hlavnej ponuke sa nachddzaju vsetky prikazy, ktoré dand aplikécia poskytuje. Podobne ako
v roznych inych aplikdcidch aj tu mame jednotlivé panely néstrojov, ktoré ndm poskytuji
zjednoduseny pristup k najcastejSie pouzivanym prikazom. Priklad takéhoto panela néstrojov
je znazorneny na Obrazku 5.

DEEE % BE

HWIE e =2 ~F &% lindg | ZTTI + &k &

Obrazok 5 Panel nastrojov

V tejto podkapitole nebudeme blizsie popisovat jednotlivé prikazy nachddzajiice sa v ponuke
alebo na paneli ndstrojov, ale popiSeme ich priamo v tlohach, koré sme riesili pomocou tohto
programu so Ziakmi.

1.2 Okna

V programe Derive moZno pracovat’ v troch zdkladnych oknach:

e okno Algebra — sliZzi na zaddvanie vyrazov a vykondvanie vypoctov, vidime ho
na Obrazku 3;

¢ okno Grafika 2D — sliZi na zobrazovanie grafov funkcie jednej premennej;

¢ okno Grafika 3D - sliZi na zobrazovanie grafov funkcie dvoch premennych.

Navzdjom sa medzi nimi mdZeme pohybovat prepinanim ikon na paneli ndstrojov

(Obrazok 5, tretia sprava ikona — Grafika 2D, ikona druha sprava — Grafika 3D) v zdkladnom

okne Algebry.



2 VYRAZY

V tejto kapitole ukaZzeme, ako pracovat’ s vyrazmi v Derive, o vSetko s nimi moZno vykonat'.
Pri zaddvani vyrazov treba dbat’ na spravny ,,deriveovsky“ zdpis. Treba si ddvat’ pozor
na umiestnenie zatvoriek pri zdpise do prikazového riadka. Potom je dobré pouzit' tlacidlo

»zadat** a nasledne skontrolovat, ¢i je vyraz spravne zadany.

2.1 ZjednoduSovanie vyrazov

ZjednoduSovanie vyrazov za pomoci Derive si ukdZeme na konkrétnej tlohe, ktori mdzeme
predostriet’ ziakom na rieSenie apotom im ukizat ako si moZu spravnost rieSenia
skontrolovat’ pomocou Derive.

a+(1—a)+(b—1)2

Uloha 2.1: Zjednoduste vyraz SR
b”—a

RieSenie:

Do prikazového riadka si tento vyraz zapiSeme takto: (a+(1-a))/b+(b-1)"2/(b*2-a"2). Symbol
M si nijdeme na paneli s matematickymi symbolmi. V prikazovom riadku vlavo sa
nachéadzaju tlacidla vyobrazené a popisané na Obrazku 6.

zjednndu%}u}}raz aproximovat

.y x@ra-anme+ ®- D202 - a%2)

7

zadat wraz zadat a ziednoduiit zadat a aproximovat zmazat vietko

Obrazok 6 Tlacidla v prikazovom riadku

Pouzitim prvého tlacidla len zaddme vyraz. V okne Algebra bude zadany vyraz zapisany tak,
ako vidime pod #1. PouZitim druhého tlacidla ,,zjednodusit’ vyraz* sa do pracovného okna
zapiSe len vysledok zjednodusenia bez zadania vyrazu, tak ako to vidime pod #2 v pracovnom
okne Algebra programu DERIVE. Ked pouZijeme v poradi tretie tlacidlo ,zadat
a zjednodusit™, v pracovnom okne ndm vybehne #3 a #4. V tomto pripade pri pouziti tlacidla
»aproximovat™* sa vykon4 to isté, ¢o pri pouZiti ,,zadat* a analogicky ,,zadat’ a aproximovat™
je totozné so ,,zadat’ a zjednodusSit™‘.



] graf - [Algebra 1 der.dfw]
[EF subor Upravy VieZit ZFadat Zjednodufit Rietit Vypofet Mofnosti Okno Pomocnik
ODE=EH&S | F B2 FELDehE| = & 7 & S [im 3 F = 11 | =~ k| &
2
a + (L — a) b — 1)
#1: R ——
b 2 2
b — a
2
1 b — 1)
#2 -
b 2 2
a —b
2
a + (1 — a) b — 1)
#3 +
=] 2 2
b — a
2
1 b — 1)
#4: _ =
b 2 2
a —b
w = = = x 3 [€a+ (1 - adi/b + (b — 1372/(b™2 — a2}
«|B|x|8|l=lz|n]|e|efx|ru|v|E|lo|m|e|lo|r|v]|e|x|w|w] Ll f] x| -] 2| =] =<| =]~ =
Alslr]alelzlnjel|x|c|a|m|nj=|o|n|p|=]|T|x|e|x|¥|o] U Al S22zl =] =] Al =]

Obréazok 7 Pouzitie tlacidiel prikazového riadka

1 2
Odlisnost’ by nastala, ak by sme zjednodusovali ¢iselny vyraz (napr. 3 7 ). Ukazuje ndm to

Obrazok 8, kde riadok #1 ukazuje pouZitie tlacidla ,,zjednodusit* a riadok #2 ,,aproximovat™.

2
#1 - —

21
#2: —0.09523809523

Obrazok 8 Rozdiel pri pouziti tlacidiel ,,zjednodusit* a ,,aproximovat™

Pomocou Derive mo6Zeme aj roznasobovat’ a upravovat’ na sucin.

Uloha 2.2: Roznasobte (a+b)2 .

RieSenie:

Na to pouzijeme ZjednoduSit’ z ponuky. Najprv spomenuty vyraz zaddme a presunieme
kurzor na polozku ponuky ZjednodusSit’. Otvorime ju a tu sa ndm ponukaji prikazy, ktoré
modZeme pouZzit. Teraz pouZijeme Roznasobit’. Vysledok vidime na nasledujicom obrazku.

2
#1: (a + b)

#2: a + 2-a:b + b

Obrazok 9 Pouzitie prikazu Roznasobit’ z ponuky ZjednodusSit’

V Derive mozno vypocitat’ aj hodnoty vyrazov s goniometrickymi funkciami.



Uloha 2.3: Vypogitajte sin%.

RieSenie:

Najprv si musime tento vyraz zapisat’ do prikazového riadka a potom pouzijeme tlacidlo
,»zjednodusit™ resp. ,,aproximovat*z prikazového riadka. Pri zdpise vyrazu musime zadat 7
z panela s matematickymi symbolmi, znamend obsah jednotkovej kruznice, nie z panela
s gréckymi symbolmi, ktoré znamend malé grécke pismeno pi. Vysledok pouZitia tlacidla
,»zjednodusit™ je v prvom riadku, tla¢idla ,,aproximovat™* v druhom riadku Obrazka 10.

2
#1:
2
#2- 0.70710678

A Mg X 13 : ¥ 49¢¢ : 193 . .
Obréazok 10 Pouzitie tlacidiel ,,zjednodusit™ a ,,aproximovat™ pri sz

2.2 Dosadzovanie hodnét do vyrazu

V préci s vyrazmi Casto potrebujeme do daného vyrazu dosadit’ nejaki ¢iselnd hodnotu alebo
opat’ vyraz. Ako dosadzovat’ hodnoty do vyrazu si ukdZeme v nasledujicej dlohe.

Uloha 2.4: Vypoditajte hodnotu vyrazu (a — b)3 pre a=1, b=4.

RieSenie:

Najskér dany vyraz zapiSeme do prikazového riadka a pouzijeme tlacidlo ,,zadat™.
Pre vycislenie uvedeného vyrazu pre dané hodnoty a, b musime tieto hodnoty dosadit
do vyrazu. Na to pouZijeme ponuku z menu ZjednodusSit’ > Substitiicia premennej, alebo
klikneme na ikonu & z panela ndstrojov. V otvorenom dialégovom okne najskor nastavime

hodnotu premennej a na hodnotu 1, potom klikneme na druhd premennu b, ktord nastavime
na hodnotu 4, tak ako je to na Obrazku 11.

Substitiicia za premenné v #1 lé] Substiticia za premenné v #1 lé]
Premening Mowé hodrota: ‘]_j Fremenné: |z Mova hodnota: ‘4{
b
QK Ziednodusit ‘ Zrudit ‘ 0K | Zlednodusit | ZIEit
L

Obrazok 11 Nastavenie hodndt a, b

Kliknutim na Zjednodusit’ dostaneme vysledok, ktory je na Obrazku 12.

#2:

Obrazok 12 Vysledok substitiicie premenne;j




Vkladat’ vyraz do vyrazu si ukdZeme v nasledujicej dlohe.

Uloha 2.5: Vypocitajte hodnotu predchadzajiceho vyrazu z tlohy 2.4 pre a=4x-15, b=7+x.
RieSenie: 5
Najskor ,,vyCistime* premenné a, b, aby sme im mohli priradit nové hodnoty. Cistenie
premennych vykondme pomocou ,prazdneho® priradenia (napr. a:=). Vidime to
na Obrazku 13.

3
#1: {a — b)
#2: —27
#3: a =
#4: b -]

Obrizok 13 Cistenie premennych

Ked’ze vyraz #1 uZ mame vlozeny v okne Algebra, vyuzijeme ho. Vo vyraze #1 dvojklikom
oznac¢ime premennu «, tak ako to znazornuje Obrazok 14.

3
#1: ‘{E— b}‘

Obrazok 14 OznacCenie premennej a vo vyraze

Ponukou z menu Zjednodusit’ > Substitacia ¢asti vyrazu zadame hodnotu (4x-15) za a do
pol'a Nova hodnota. Dial6gové okno na Obrazku 15 ndm pontika nahradit’ len jeden vyskyt
vyrazu alebo vSetky. Moznost VSetky je nastavend ako zdkladnd. Novu zadani hodnotu
potvrdime OK. Hned sa ndm zn4zorni riadok #5 na Obrazku 16.

r b |
Substitlcia za éast’ wyrazu v #1 &

Mowa hodnota; |4x-15

Wingkyty
™ Jeden

* Wietky

ok | Ziednodus:'rr| Zruit |

Obrazok 15 Dialégové okno Substitiicia za Cast’ vyrazu

Obrazok 16 Vysledok substitiicie za premennt a vyrazu

Analogicky postupujeme pri substiticii za premennud b vyrazom (7+x). Po stlaCeni OK
dostaneme riadok #6 na Obrazku 17 a vysledok esSte mdzeme zjednodusit’ pomocou tlacidla

,»zjednodusit*z panela nastrojov v prikazovom riadku, ale najprv vyraz v riadku #6 musime



prekopirovat’ do prikazového riadka a potom stlacit’ spomenuté tlacidlo. Dostdvame vyraz
v riadku #7 Obrazka 17.

3
#6: ((4.x - 15) - (7 + %))

3
#7: (3.x — 22)

Obrazok 17 Vysledok substiticie za premenné a, b vo vyraze a ndsledné zjednodusSenie



3 ROVNICE, NEROVNICE, SUSTAVY ROVNIC A NEROVNIC

V praxi sa matematika vyuZiva najma pri rieSeni redlnych situdcii prostrednictvom
matematickych modelov a matematickych uloh, v ktorych vyznemné miesto zaujimaji
rovnice a nerovnice, resp. sustavy rovnic a nerovnic. V tejto podkapitole si ukdzeme ako sa
daju riesit’ rovnice a nerovnice v Derive.

3.1 Rovnice

Najprv si pripomenime, €o je rovnica, jej definiény obor a koren rovnice.

Rovnica je matematické vyjadrenie rovnosti medzi hodnotami dvoch vyrazov. Tieto vyrazy
modzu obsahovat’ jednu alebo viacero premennych, ktoré v rovnici nazyvame nezndmymi.

Definicnym oborom rovnice je prienik definicnych oborov vSetkych vyrazov, ktoré sa
v rovnici nachddzaji. Koreiom rovnice s jednou nezndmou je Cislo, ktoré po dosadeni do
obidvoch stran rovnice vytvara pravdivy vyrok.

Ako riesit’ rovnicu v Derive? Najprv do prikazového riadka treba napisat’ prislusni rovnicu.
Jej riesenie ndjdeme pomocou ikony “=. alebo prikazu z hlavného menu RieSit’ >Vyraz,
pricom sa otvori dialégové okno, v ktorom sa da vybrat’ sposob rieSenia a defini¢ny obor
rieSenia rovnice.

Spdsob rieSenie mdzeme zvolit’:
e algebraicky: vtedy zaddvame prikaz v Derive:
- Solve(rovnica, neznama v rovnici) — v mnozine komplexnych ¢isel C
- Solve(rovnica, nezndma v rovnici, Real) — v mnoZine redlnych ¢isel R
e (iselne: vtedy ma prikaz tvar:
- NSolve(rovnica, neznama v rovnici) — v mnozine komplexnych ¢isel C
- NSolve(rovnica, nezndma v rovnici, Real) — v mnozine redlnych cisel R.

Ak chceme rovnicu riesSit’ na nejakom intervale, vtedy musime nastavit’ dolnd a hornt hranicu
intervalu, v ktorom hl'addme rieSenie. Prikaz vyzerd takto: NSolve(rovnica, nezndma
v rovnici, a, b), kde a je dolnd hranica intervalu a b hornd hranica intervalu.

Rovnicu mdzeme riesit’ dvoma sposobmi:

a) vypoctom

b) graficky

3.1.1 RieSenie rovnic vypoctom

UkéZzkou rieSenia rovnice vypoctom ndm bude rieSenie tlohy 3.1.

Uloha 3.1: Rieste linedrnu rovnicu 3x-7=9x+11.



RieSenie:

Do prikazového riadka zaddme rovnicu. RieSenie ndjdeme stlaCenim tlacidla =L , alebo
pomocou prikazu z hlavného menu RieSit’ >Vyraz a zvolime spdsob Oboje v mnoZine
komplexnych cisel (univerzalne rieSenie). Potvrdime kliknutim na RieSit’ zobrazi sa nam
rieSenie tak, ako to je na Obrdzku 18. Hl'adané rieSenie je x=4.

#1: 3ex -7 =Z9%.x + 11
#2: APPROX(SOLVE(3+x — 7 = 9+ + 11, x))

#3: x = 3|

Obrazok 18 Riesenie rovnice pouzitim tlaCidla =

U ziakov uprednostiiujeme druhy spdsob rieSenia, tzv. rieSenie postupné po Castiach. Pri iom
postupujeme krok za krokom tak, ako pri rieSeni v zoSite. NapiSeme rovnicu do prikazového
riadka a stla¢ime ,,zadat*. Vidime, Ze pri jej rieSeni potrebujeme k obidvom jej strandm
pripocitatt -9x. Ak mdme vyznaCeni rovnicu #l, stléime F4 (skopiruje rovnicu #1
do zatvoriek prikazového riadka) aza zdtvorku pripiSeme -9x astlacime ,zadat
a zjednodusit™. Pribudnd ndm riadky #2 a #3, tak ako to vidime na Obrazku 19. Nésledne
oznac¢ime rovnicu v #3, pomocou F4 ju skopirujeme do prikazového riadka a pripocitame
k obidvom jej strandm 7. Pribudol ndm riadok #4 a #5. Analogicky pomocou F4 skopirujeme
rovnicu #5 do prikazového riadku a podelime ju Cislom —6 (t.z.za zatvorku pripiSeme /(-6))
znova stlacime ,,zadat’ a zjednodusit’. Vysledok dostdvame v #7.

] graf - [Algebra 1 der.dfw] ="
[ subor Upravy Vlofit Zadat Zednodusit' Rieiit Vypoiet Moinosti Okno Pomocnik N
DERE +B2BX FIewE =% &% ma [ ST +X | &

#1: 3.x -7 =9%x+11

#2: (3.x -7 =9x+ 11) - 9.x

#3 —6x -7 =11
#4. (- 6x -7 =11) +7
#5: - 6.x =18
- 6.x =18
#6:
-6
#7 e

Zjedn(#6") B o000s

Obrazok 19 Postupné rieSenie rovnice v Derive

3.1.2 RieSenie rovnic graficky

Ukéazeme si grafické rieSenie tej istej rovnice z dlohy 3.1.



Uloha 3.2: Rieste graficky rovnicu 3x-7=9x+11.

RieSenie:
Rovnicu najprv napiseme do prikazového riadka a pouZijeme tlacidlo ,,zadat™. V rovnici v #1
vyznacime len jej I'avi stranu tak, ako to vidime na Obrazku 20.

#: P9 - 9.x + 11

Obrazok 20 Vyznacenie l'avej strany rovnice

Otvorime okno Grafika — 2D pomocou ikony “, okna usporiadame vedla seba Okna >
Usporiadat’® vedPa seba anakreslime vnom graf funkcie f(x)=3x-7 opdt kliknutim

na tlacidlo . Nasledne vyznac¢ime pravi stranu rovnice v okne Algebra — 1, potom zmenime

aktivne okno, na Grafika — 2D, na okraj tohto okna a klikneme na tlacidlo *~. V tom istom
grafickom okne mdme zobrazené grafy dvoch funkcii, kazdy inou farbou. Suradnice bodu,

ktory je prienikom grafov oboch funkcii ndjdeme trasovanim grafu, kliknutim na tla¢idlo ™

a kliknutim na prieseCnik grafov. VypiSu sa ndm suradnice kriZika tak, ako je zndzornené
na Obrézku 21.

B grat i lnjot5
Subor Upravy Vioiit Mastavit Moznosti Okno Pomocnik
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[#] 2D-graf 1:1 Trasujem vjraz #1 = )[= &S | [ Algebral derdfw EIE =]

#1: 3.x -7 =9%x+11

30

20 n
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BH Kiik: 3, -16 Stred: 15,0 Mierka: 1: 10

T DT < QE W 101

e

|
|
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Obrazok 21 Grafické rieSenie rovnice

Ak je priesecnik grafov mimo obréazka, treba zmenit’ hranice grafu Nastavit’ > Hranice grafu
> Minimum/maximum. Zndzorni sa ndm dial6gové okno, ktoré je na Obrazku 22 a v iom
nastavime hranice a pocet intervalov.



Mastavenie hranic grafu - minimum / maximum Iﬁ
Mirirmum b airniirn Ity aloy
Yodarovhe: |E |2 |?
Zuislé: |-35 35 7
oK | Znsit | Obrovir |

Obrizok 22 Nastavenie hranic
3.2 Sustavy rovnic

Sustava rovnic obsahuje dve resp. viac rovnic,

grafu — minimum/maximum

ktoré maji byt splnené sicasne. Stustavu

rovnic rieSime pouzitim prikazu z hlavného menu RieSit’ > Sistava rovnic. Postup si

popiseme na konkrétnej ulohe.

x+2y+2z=0

Uloha 3.3: Rieste sdstavu rovnic — x + 2 y+z=-2

x—4y+z=1
RieSenie:
Otvori sa dial6gové okno zndzornené na Obrazk
a potvrdime OK.

u 23. Domtho zaddme pocet rovnic ststavy

-

RizZenie sOstawy...

S5

Raovhice a neravhice

Botet: [E 3:

e

Obrazok 23 Dial6gové okno RieSenie ststavy

Nésledne sa otvori dialégové okno zndzornené na Obrazku 24, do ktorého postupne

zapiSeme jednotlivé rovnice.

Potom klikneme do dolnej Ccasti

Premenné rieSenia

a automaticky sa zobrazia premenné x,y,z. Nakoniec v tomto dialé6govom okne, na Obrazku

24, klikneme na ,,RieSit.



Riegit’ 3 rovnice{rovnic) - der.dfw ﬁ

-

|x+2y+z:ﬂ

M

|—x+2y+z:—2

(=%

|x—4y+z:1

Fremenné riefenia

o | Riest | zust |

Obrézok 24 Dial6gové okno zadania rovnic sistavy

V pracovnom okne Algebra 1 sa zobrazia dva riadky, zndzornené na Obrazku 25. V druhom
riadku je rieSenie sustavy.

#1: SOLVE([%x + 2:y +2 =0, Xx+2:y +2=-2, x -4y +z=1], [%, vy, z])

#2:

Obrazok 25 RieSenie sustavy rovnic

3.3 Nerovnice

V Derive pri rieSeni rovnic postupujeme rovnako ako pri rieSeni rovnic.

Uloha 3.4: Rieste nerovnice x> +2x—3>0a x> +2x—-3<0

RieSenie:

Do prikazového riadka napiSeme nerovnicu a stlaéime ,.enter* resp. ,,zadat*. Ndsledne
stlacime tlaCidlo o .V zobrazenom dial6govom okne vyberieme rieSenie algebraické

v mnoZine redlnych cisel.

T
[ sibor Upravy Viodit Zadat Zjednodusit Riedit Vypoéet Moinosti Okno Pomocnik
DS ES| % 8e X FIek|= o~ &% [ma I XTI+ % |& |
2
#1- X + 2% — 3 = 0
2
#2: SOLVE(x + 2.x — 3 = 0, x, Real)
#3- x = -3 v x =1
2
#4: x + 2.x — 3 =0
2
#5: SOLVE(x + 2.x — 3 = 0, x, Real)
#6: -3 =x=1

Obrazok 26 Algebraické rieSenie nerovnic tlohy 3.4

Algebraické rieSenie mdZeme doplnit’ aj grafickym rieSenim v okne Grafika — 2D. Toto
rieSenie je zndzornené na Obrazku 27.
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Obrazok 27 Grafické rieSenie nerovnic

Z Tavej casti Obrazka 27 je zrejmé, Ze rieSenim prvej nerovnice je (— oo,—3>u<1,oo).
RieSenie druhej nerovnice je na pravej strane toho isteho obrdazka a pomocou intervalu ho
mozno zapisat’ v tvare <— 3,1> .

[2 2 2 ]
#1: SOLVE(Lx +y =9, x -13=01, [x, yI)

2
#2: =9 A x>1, x +

Obrazok 28 RieSenie ststavy nerovnic
3.4 Sistavy nerovnic

Pri rieSeni stistavy nerovnic postupujeme rovnako ako pri rieSeni sustavy rovnic. PouZijeme
tie isté prikazy z hlavného menu RieSit’ > Sustava rovnic. Do prvého otvoreného okna
zaddme pocet nerovnic sustavy, do druhého zapiSeme jednotlivé nerovnice. Po kliknuti na
Riesit, v pracovhom okne sa zobrazi rieSenie, tak ako vidime na Obrizku 28 pri rieSeni
nasledovnej dlohy.

x2+y2<9
x2 =120

Uloha 3.5: Rieste stustavu nerovnic

RieSenie:

Postupujeme podla popisu pred tlohou 3.5. Na Obrazku 29 vidime grafickd interpreticiu
rieSenia spominanej sustavy nerovnic v okne Grafika — 2D. Pri jej zobrazeni postupujeme
rovnako ako pri grafickom rieSeni sustavy rovnic.



[F] 2D-graf 1:1 [= e =

Obrazok 29 Grafickd interpretacia rieSenia sustavy nerovnic

RieSenim ststavy nerovnic je (— 3,—1> U <1,3> .



4 Polynémy

Pod pojmom polyndm n-tého stupna premennej X rozumieme vyraz tvaru
P (x)=a,x"+a, x"" +..4+a,x* +a,x+a,, kdle ne N sa nazyva stupei polynému;

ay,a,....a,;a, #0sanazyvaju koeficienty polynému.

Myslime, ze zistit hodnotu polynému pre nejaki ureni hodnotu x, by vzhladom
na podkapitou 2.2 nebol problém. TieZ sa nebudeme venovat’ v tejto podkapitole deleniu
polynému polynémom, nakol’ko by to pouZzitim znalosti z podkapitoly 2.1 bolo jednoduché.

Teraz sa budeme zaoberat’ rozkladom polynému na stc¢in koreniovych Cinitel'ov. Pod’'me riesit
naslednu ulohu.

Uloha 4.1: Vyraz x°+2x° —6x* —5x° —=2x? + 6x+4rozloite na sd¢in korefiovych
Cinitel'ov.

RieSenie:

Ulohu vyrie§ime pouZitim prikazu z hlavného nenu Zjednodusit>Upravit na sicin.
Pouzitim tohto prikazu sa polyném rozlozi na sucin polyndmov o najnizsieho stupna. Zalezi
len na nds, na sucin ,,akych polynémov chceme dany polyném rozlozit. MoZeme sa
rozhodnit’ pre raciondlny polyném, resp. radikdlny (t.z. s iraciondlnymi koeficientmi alebo
komplexny.Riesit’ uvedeny polyném si ukdZeme na nasledujicich obrazkoch.

5] graf - [Algebra 1 der.dfwl
[ stbor Upravy Vlofit Zadst Zjednodudit Riedit Vypo€et MoZnosti Okno Pomocnik

Uprava na sG&in - der.dfiw #1 = ]

Kloré premenne poudit Tep wirazu pouZitého na dpravu

" Rozklad na preosisla
" Jednoduchy obssh

" Bezituorcoud polyném
= Racionalny polyném

" Radikalny polynsm

" Komplexn polyném

" Tuiingova LU matica

¢ Gram-Schmidtova OR matica

oK Upravit Zrudit

[<"6+2 . x"56x"4-5x"3-2x"2+6x+4

Obrazok 30 Rozklad polynému na sticin raciondlnych polynémov

Po kliknuti na ,,Upravit*,na pracovnej ploche sa nim zobrazi riadok na Obréazku 31.

2 2
#2: (x 1) (x -2)e(x +x+1)(x +4x+2)

Obrazok 31 Vysledok rozkladu polynému na sucin racionalnych polynémov




Eite rozloZme polyném x* + x+1 na sigin komplexnych polynémov. Oznagime si tento
polyndm a pouzime uZ spominany prikaz ZjednoduSit’>Upravit’ na sacin. Len tentokrat
budeme upravovat’ na si¢in komplexnych polynémov. Vidime to na Obrazku 32.
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Obrizok 32 Rozklad vyrazu x* + x +1 na iraciondlne korene

Po uprave dostavame vysledok na Obrazku 33.

2
#2:

2
(x = 1)e(x = 2)e(x +x+ 1) (x + 4x+ 2)

1
#3: (x — 1)-(x — 2)-[[)( =
2

Obrézok 33 Vysledok rozkladu vyrazu x* + x+1 na iraciondlne korene

Analogicky rozlozime x*+4x+2 na sdéin polynémov s iraciondlnymi koeficientmi.
V dial6govom okne — Uprava na sucin ozna¢ime Radikdlny polyném. Takto dostaneme

vSetky  korenové  Cinitele @ daného  polynému.  Riadok

stouto  vyrieSenou
ulohou je na Obrazku 34.

3L

]]-((x -- JZ + 2)-(x - JZ +2))

Obrizok 34 Vysledok riesenie Ulohy 4.1



S Funkcia jednej premennej

Na tvod funkcii si pripomenime definiciu funkcie.

Nech neprdazdna mnozina M je podmnoZinou mnoziny R. Predpis, ktory kazdému prvku x
z mnoZziny M priradi prave jedno y z mnoziny R sa nazyva funkcia. MnoZinu M nazyvame
definiénym oborom funkcie a oznacujeme D(f). Cislo y nazyvame hodnotou funkcie f v bode
x. MnozZinu vSetkych hodndt funkcie f nazyvame oborom hodndt funkcie f a oznacujeme H(f).

Grafom funkcie f rozumieme mnoZinu vSetkych bodov [x,y] v rovine, pre ktoré plati y=f(x),
kde x je z D(f) ay je z H(f).

V podkapitolach Funkcie jednej premennej uvedieme vzdy definiciu tej-ktorej funkcie
a nasledne nejaké dlohy.

5.1 Linearna funkcia

Linedrnou funkciou nazyvame kazdid funkciu tvaru y=ax+b, kde a,b € R, a#0. Grafom
linedrnej funkcie je priamka. Ak a<0 funkcia je klesajica, ak a=0 je konStantnd, ak a>0 je
rastica.

Ak by sme mali tlohu nakreslit’ graf funkcie, postupovali by sme tak, ako pri rieSeni rovnice
graficky v dlohe 3.2 v podkapitole 3.1.2. Ak by sme chceli graf aj poisat’, klikneme na ikonu

AB
D, alebo v hlavnej ponuke na Vleozit>Poznamka a do otvoreného dialégového okna,
zadame poZadovany text a jeho umiestnenie v grafickom okne v poli Pozicia.

5.2 Funkcia s absolitnou hodnotou

V tejto podkapitole by sme upozornili len na zdpis absolttnej hodnoty do prikazového riadku
programu Derive.

Ak by sme do prikazového riadka potrebovali zadat’ predpis funkcie y= | x-1 |
“derivovsky*“zdpis by vyzeral takto: y =Abs(x-1). Dalej by sme postupovali podl'a uvedeného
postupu v 3.1.2.

Patrilo by sa podotknit, Ze v Derive mozno kreslit' grafy aj pomerne ndro¢nych funkcii
obsahujucich absolitnu hodnotu.

5.3 Kbvadraticka funkcia

Kvadratickou funkciou nazyvame kazda funkciu, ktord je dand rovnicou y:ax2 +bx+c, kde
2

a,beR, a#0. Grafom kvadratickej funkcie je parabola s vrcholom V{—Zi,c—i—}. Ak a<0
a a

funkcia konkdvna, ak a>0 je konvexna.



Graf konkrétnej kvadratickej funkcie v progame Derive zostrojime rovnako ako graf
ktorejkol'vek inej funkcie. Ale ukdZeme si, ako méZeme zadat’ funkciu v§eobecne a menit’ jej
parametre a zostrojovat’ grafy vzniknutych funkcii.

Uloha 5.1: Nakreslite graf funkcie f* y=ax’ pre rézne hodnoty parametra a.

RieSenie:

Zadame funkciu a pouZijeme prikaz Vypocet > Vektor. V dialégovom okne nastavime
rozpdtie pre parameter a a nastavime aj krok k, s ktorym sa bude tento parameter menit.

1
V tomto pripade zvolime hranice pre aod —1 po 2 s krokom k :E’ tak ako je ukdzané

na Obrazku 35.

Vypocet vektora - der.dfw #1 5

Fremenna: E - Potiatoéna hodnota: |-1

Koncowa hodnota: |2

Welkost krokLr |‘|,-'2

[u]4 ‘ Ziednodusit | Aprosimery at | Zrusit

Obrazok 35 Nastavenie parametra a v dialdgovom okne Vypocet vektora
V okne Grafika - 2D v Moznosti si nastavime, ak nie je, moZnost Popisat’ nové grafy
a Aproximovat’ pred kreslenim, potom sta¢i popisy grafov, ktoré sa objavia vl’avo hore ako
legenda, umiestnit’ k prisluSnym grafom podl’a farby.
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Obrazok 36 Vysledok riesenia ulohy 5.1



5.4 Mocninova funkcia

Kazdi funkciu tvaru y=a.x", pre x>0, kde a, n si lubovolné redlne ¢isla nazyvame
mocninova funkcia. Ak n je prirodzené &islo, tak y=a.x" je definovand na intervale (-o<,o<).

Rozoberme teraz vietky typy grafov:

1. Ak a je kladné neparne celé Cislo a b je kladné ¢islo, tak obor hodnét funkcie je R, potom
funkcia je neparna a rastuca.

2. Ak a je kladné neparne celé Cislo a b je zaporné Cislo, tak obor hodndt funkcie je R, potom

funkcia je nepérna a klesajica.
3. Ak aje kladné parne celé ¢islo a b je kladné Cislo, tak obor hodnodt funkcie je <0,oo>,

funkcia je parna, konvexna.

s ws

4. Ak a je kladné parne celé Cislo a b je zdporné Cislo, tak obor hodnét funkcie je (— oo,O),
funkcia je parna, konkdvna.

5. Ak a je zaporné parne celé Cislo a b je kladné Cislo, obor hodndt funkcie je (0,o<), funkcia je
parna.

6. Ak a je zaporné parne celé Cislo a b je zaporné Cislo, obor hodn6t funkcie je (-o<,0), funkcia
je parna.

7. Ak a je zaporné neparne celé Cislo a b je kladné ¢islo, obor hodnot funkcie jeR, funkcia je
neparna.

8. Ak a je zaporné neparne celé Cislo a b je zaporné Cislo, obor hodn6t funkcie je R, funkcia je

neparna.
Specidlnym typom mocninovych funkecif st funkcie, pre ktoré je O<a<l.
Uloha 5.2: Nakreslite do jedného obrazka grafy funkcii: y=x", y=x*, y=x7, y=x2, y=x"".

RieSenie:

] gr=t =

Siubor Upravy Vlodit Nastavit Moinosti Okno Pomocnik

DSEEE Bx ~F vl £ Ef 1ot p

[l Algebral derdfw [=[@ ][] | FH20-graf11 [ ==

#2: y=x

#: y=x

#4: y = X

#5: = x 0 s T

Agebra 1 2Dgref 1:1

B Krizik: -2.25, -11.45455 Stred: 0,0 Mierka: 2: 2

a|B|y|8|e|c|n|8]c]x|A|u]v|E|o|n|p|o|7|v|o|x]e]o] Ll €] +] -4
A8[r|ale|z|k|e|z|k[a|mn|N|=[ofn|p|x|T|¥|e|x|¥a] 114 -] /4]

[ BY=l K- Zh dervedoc - Mhicroe | 1] graf KT @R MG 610
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5.5 Exponencialna funkcia

Funkciu f: y=a", kde a>0, a#1 sa nazyva exponencidlna funkcia, pricom D(f)=R, H(f)=(0,<).
Ak a>1, exponencidlna funkcia je rastuca, ak O<a</ funkcia je klesajuica.

Uloha 5. 3: Nakreslite grafy y=2%, y=3%, y=(1/2)".
Riesenie:

Siibor Upravy Vlofit Nastavit Moznosti Okno Pomocnik

DEEG BX [vE wEF 54141 ]m

[ rigebra1 der.dfw [= &[] | [ 20-graf11 o=

y=(1/2)"x
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5.6 Logaritmicka funkcia

Inverznou funkciou k exponencidlnej funkcii y=a', kde a>0, a#1 je logaritmickd funkcia
y=log,x, kde a>0, a#1. Defini¢ny obor logaritmickej funkcie je D(f)=(0,e<), obor hodndt
H(f)=(- o<,<). Pre a>1 je funkcia rastica, ak O<a</ je funkcia klesajuca.

Je dolezité vediet’, Ze prirodzeny logaritmus ¢isla x v Derive zapisujeme LN(x), logaritmus x
pri zdklade a zapiSeme LOG(x,a) a analogicky dekadicky logaritmus LOG(x, 10).

Uloha 5.4: Nakreslite grafy funkcii: y=Inx, y=log,x, y=logy,x, y=logx.
RieSenie:
[ graf [l ]

Subor Upravy VloZit Nastavit Moznosti Okno Pomocnik

DEES BX 0 ol o[ f e i

5

| | FH2p-graf11 [=3Eonm)

#1: y = LN(x) E ¥

]

Algebral der.dfw

#2:  y = LOG(x, 2)

1
#3:  y=Logx, —
2

#4: = LOG(x, 10)

¥=LOG(x,1/2)
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5.7 Goniometricka funkcia

Treba pripomenut’, Ze parametrom goniometrickych funkcii je uhol. Uhly m6Zzu byt dané
v oblikovej resp. v stupiiovej miere. Ak sa zaddvajui v oblikovej miere, pouZiva sa konStanta
Tt (predstavuje plochu kruhu s polomerom 1; na jeho zdpis v Derive sa pouziva T na
matematickom paneli, alebo stlacenim Ctrl+P, alebo napisanim pi do prikazového riadku), ak
v stupfiove] miere pouZiva sa znak stupen (° - na matematickom paneli, alebo stlatenim
Ctrl+0, alebo napisanim deg do prikazového riadka).

Zékladnymi goniometrickymi funkciami su:

- SIN(x) - sinus uhla x.

COS(x) - kosinus uhla x.

TAN(x) - tangens uhla x a rovna sa podielu SIN(x)/COS(x)
COT(x) - kotangens uhla x a rovnd sa COS(x)/SIN(x)

Uloha 5.5: Nakreslite graf funkcie f: y=1- 25in(2x - %)

RieSenie:

Graf zadanej funkcie budeme kreslit' postupne. Najprv nakreslime graf zdkladnej funkcie
y=sinx a funkcie y=2.sinx do jedného obrdzka. Nésledne y=2.sin2x, potom y=-2.sin2x a na
zéaver graf danej funkcie.

B graf = e S
Sdbor Uprgvy Vlofit Mastavitt MoZnosti Okno Pomocnik

DEESBX|vH vl FRF ¢ o[+

[ Algebra1 derdf [= & 5&] | [4]20-graf11 ==
4

#: y = SIN(x) y

#2: y = 2.5INCx) s ¥=1-2-SIN(2-%-71/3)

#3:  y = 2.SIN(2:x)
¥=25IN(x)
#4: y = - 2:5IN(2.x) 2 /

L
#: W :172-SIN[2-X7—] 1
3

-1

N =tsnem)
-3
-4
Algebra 1 2Dgf 111
HH Kiizike -0.275, 3.203704 Stred: 3,0 Mierka: 1:1
|
o|Bx|8 |2 n| 8] c||Muv|E| o|n| p|o| x| u] o] x| ¥|u] L] 4] +] -] 2] %] = | <] v| o[ \] o] *| =] e] =] =] 2] 5] 7| &] x]
AlB|r|a|E|z[n[e[T|k[A[M[N|=|o[n[p|=[T|¥|#]X]¥|a] W3 [ 2] £l 2] 2| 2] Al =] < af s el 2] =] T ] ] ]
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5.8 Inverzna funkcia

Ak je funkcia y = f{x) prostd na mnoZine M, ktord je podmnoZinou defini¢ného oboru funkcie
a jej oborom hodndt je mnozina N, mo6Zeme na mnoZine N definovat’ funkciu, ktord kazdému
y z mnoziny N priradi prave jedno x z mnoZiny M, pre ktoré plati y = f(x), &ize f ' (y) = x.
Takato funkcia sa nazyva inverznou funkciou k funkcii f a oznaCujeme ju f .

Uloha 5.6: Néjdite a nakreslite graf inverznej funkcie k funkcii y = x°, priGom x je z mnoZiny
nezdpornych Cisel.

RieSenie:

Najskor zaddme funkciu y = x* do prikazového riadka. y : = xA2. Ddlezité je v zdpise
neprehliadnut’ znak priradenia!

Na hladanie inverznej funkcie pouzijeme prikaz INVERSE(y,x). Po stlaceni ,zadat
a zjednodugit* ndm program ndjde predpis inverznej funkcie. Miesto y mdZeme zadat aj x°.
Po ndjdeni inverznej funkcie, obe funkcie zakreslime do jedného grafu, tak ako je
na Obrizku 41.

[ graf =T

Subor Upravy Vlofit Mastavit Mosnosti Okno Bemocnik

DEES B [V o~ ko ] oo | d e |0

&

J

Algebral der.dfw 2D-graf1:1

2
#1: y=x

#2:  INVERSE(y, x)
#3: /]

Agebra 1 2Dgref 11

E Krizik: -345 312963 Stred: 0, 4 Mierka:1:1
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6 Vektorova a analyticka geometria

Program Derive mdZeme vyuZit' aj pri vyucbe geometrie. Vyhodou programu jako sme uz
spomenuli vyssie je jednoduchy zédpis vyrazov a prechod od algebraického zapisu ku grafu.
Derive ndm pomodZe pri vizualizcii, popisovani geometrickych vztahov a pomocou
symbolickych vypoctov umoziiuje dokazovat r6zne geometrické vlastnosti.

6.1 Operacie s vektormi

V programe Derive moZeme vektor zapisat tromi spdsobmi. Bud® pomocou prikazu
Zadat’>Vektor, alebo pomocou tlacidla [3as] , alebo zapisanim do prikazového riadka.

Vektor definujeme vzdy v hranatych zatvorkach!
2 o . PR - 17 37
Uloha 6.1: Vypocitajte skalarny a vektorovy sucin vektorov u = —€,7,—4 a

- ( 3 18) . N
v =| ——,—19,— | a zistite vel'’kost’ vektorov.
16 5

RieSenie:

ZapiSeme vektory jednym z uvedenych sposobov. Pre vypocet skalarneho sticinu pouZzijeme
tlacidlo ,,krat (.)*“z panela s matematickymi symbolmi, alebo zapiSeme do prikazového riadku
u*v. Pre vypocet vektorového sucinu pouzijeme tlacidlo ,,vektorovy sucin (X)“ z panela
matematickych néstrojov, alebo funkciu CROSS (u,v). Na vypocet velkosti vektorov
pouZzijeme funkciu ABS(u).

17 37
#1: us=|-— —, -4

3 18
#2: vi= |- —, -19, —

#3: u-v

58459
#4: -

160
#5: u x v
47 2198 5501
#6: -— — —
5 20 a6
#7 |u|

J13186
#8:

6

#9: I+

J2393569

/2393569
#10:

80

#1: 1M

7+,/16418545
#12: _—
480
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6.2 Vzajomna poloha priamok a rovin

V tejto podkapitole by sme hned’ zacali tlohami.



Uloha 6.2: Urdte vzdjomnu polohu priamok p: 2x-y+6=0, q: x = 1-2t, y=3+t; t € R. Ak su
roznobezné ndjdite suradnice ich priesecnika.

RieSenie: Ak predpokladdme, Ze priamky maji spolo¢ny bod, jeho sdradnice musia

vyhovovat’ obom rovniciam. Do rovnice priamky p dosadime za x, y rovnice priamky g.

Pouzijeme prikaz Riesit’>Vyraz. Vyjde ndm jediné rieSenie, CiZe priamky maji jeden

spolo¢ny bod a su roznobezné. Ak chceme urcit’ suradnice priesecnika, dosadime vypocitany

parameter do rovnic priamky q.

#1: 2x-y+6=0

#2: X 1-2-t

#3: y =3+t
#4: 2-(1-21t) -3 +1)+6=0

#5: SOLVE(2-(1 - 2-t) - (3 + t) + 6 = 0, t, Real)

#6: t=-1
#7: x=-1=-2-1=(x=-1)
#8: y=3+1=(y=4)
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Priamky sd r6znobezné a pretinaji sa v priesecniku [-1,4].

Uloha 6.3: N4jdite bod Q simerne zdruzeny s bodom P[2, 1, -2] podl'a roviny
p: x+2y-3z+4=0 a vypocitajte vzdialenost’ bodu P od roviny p.

RieSenie:

Stimerne zdruzeny bod k bodu P bude lezat’ na priamke kolmej na dand rovinu. Musime teda
bodom P preloZit' priamku p kolmi na rovinu p. Normdlovy vektor roviny p je zdroven
smerovym vektorom priamky p. Ked’Ze uZ mame bod a vektor, vieme si urcit’ parametricky
priamku p (#5 na Obréazku 44).

N4jdeme priesecnik S priamky p a roviny p. Ten vypocitame tak, Ze do rovnice roviny
dosadime za x, y , zrovnice priamky p. Ddme rieSit’ vyraz a dostaneme parameter t. Ten
dosadime do rovnic priamky p a dostaneme suradnice bodu S. Pre bod Q simerne zdruZeny s
bodom P plati, Ze Q = 25 — P. Vzdialenost’ bodu P od roviny vypocitame pomocou funkcie
ABS(P-S).



®T:
#2:
#3:
#4:
#5:
#6:
#7:
#8:

#9:

#10:

#11:

#12:

#13:

#14:

by +5-A=3-5+¢=0
P:=[2, 1, -2]
sp = [1, 2, =31
X = [P + sp-t]

x

[[t+ 2, 2-t + 1, — 3-t — 2]1]
SOLVE(Ct + 2) + 2-(2-t + 1) — 3-(- 3-t — 2) + 4 = 0, t, Real)d
t = -1
S=[-1+ 2, 2-(-1) + 1, — 3-(-1) — 2]
s = [1. -1, 1]
Q:= 2-5 — P
Q = [0, =3, 4]
e - sl
J1a
3.741657386
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7 Postupnosti realnych cisel
7.1 Zakladné pojmy

Pod postupnost’ou rozumieme funkciu f definovani na mnoZine vSetkych prirodzenych ¢isel,
t.j. D(f) = {1, 2,3, ..., n, ...}. Hodnotu f'v ¢isle n oznaCujeme a, = f(n) a nazyvame ju n — tym
¢lenom postupnosti.

Postupnost’, ktorej ¢leny su redlne Cisla a;, ap, as, ..., ay, ..., oznacujeme { a;_ ap, as, ..., ay, ...}
alebo {a,}=,.

Zékladné vlastnosti postupnosti su: rastica, klesajica, ohrani¢end, kone¢na a nekonec¢na.
Postupnost’ pozndme (okrem inych) aj aritmeticki a geometrickd.

Postupnost’ {a, }~_, je aritmetickd, ak existuje také &islo d nazyvané diferencia, 7e pre kazdé
ne N plati ay = a, + d, priCom a, = a; + (n-1).d. Sucet prvych n €lenov tejto postupnosti

. n
Je Sn zz(al-i_an)'

Postupnost’ {an}:’:l je geometrickd, ak existuje také Cislo ¢ nazyvané qvocient, Ze pre kazdé
neN plati ay,; = a,q, prifom a, = a;.q"' asdéet prvych n &lenov tejto postupnosti

. "1
je snzalq—l,qil.

7.2 Postupnost’ zadana ako vektor

V Derive pracujeme s postupnostami na podobnom principe ako s vektormi. Postupnost
definujeme ako vektorovu funkciu vector([n,a(n)], n, ZH, KH, k), ktord pouZiva nasledovné
parametre:
¢ [n,a(n)] — mnoZina bodov X[x,y], pricom X =n, y = a(n), ktoré tvoria graf postupnosti,
® n-—je,indexovd“ premennd,
® a(n) — je vSeobecny predpis prvkov. Pri definovani prvkov postupnosti sa pouZiva
znak priradenia (:=), ktory sposobi priradenie predpisu prvkov do premennej a(n).

Napr. postupnost’ a,, ktorej prvky maja predpis (1+1j , sa definuje nasledovne:
n

a(n):=(1+1/n)"n,

. ZH - zaciatocnd hodnota indexovej premennej alebo vektor vSetkych hodnot
,indexovej* premennej,

. KH - konec¢né (poslednd) hodnota indexovej premennej,

. K — velkost’ kroku indexovej premennej. Napr. pre n = 1,4,7,10, ... je velkost kroku
k=3.

Poznamka: Ak ZH predstavuje vektor vSetkych hodnot indexovej premennej, zaddme ho
vymenovanim vSetkych hodnét n, pricom KH akuZvo vektorovej funkcii neuvadzame.
Napr. vector([n,a(n)], n, ([1,2,...,10]).

Poznamka: ak parameter k vynechdme v zdpise, Derive automaticky pracuje s krokom k = 1.



Ak vektorovi funkciu vector([n,a(n)], n, ZH, KH, k) zaddme a suCasne zjednoduSime
tlacidlom > ,zadat’ a zjednoduSit™ resp. aproximujeme pomocou 3 vysledkom je matica

s dvoma stipcami a n riadkami. Prvy stipec obsahuje hodnoty n, druhy hodnoty a(n).

Ak chceme poznat’ iba hodnoty a,, pouZijeme prikaz vector(a(n), n, ZH, KH, k).

7.3 Limita postupnosti

=

Cislo a sa nazyva limitou postupnosti {a,}~_,, ak v 'ubovolnom okoli &fsla aleZia skoro

vSetky Cleny tejto postupnosti. PiSeme lima, =a.

n—oo

Na vypocet limity danej postupnosti pouzijeme bud’ tlacidlo lim =z panela nastrojov alebo
prikaz Vypocet>Limita a klikneme na Zjednodusit’.

V tomto dialégovom okne je hodnota v policku Vypocet limity - Limita v bode, Standardne
nastavend na nulu. Je to jediny parameter, ktory nesmieme zabudniit’ zmenit’. Toto dial6gové
okno vidime na Obrézku 45.

r |
Vypocet limity #1 S
o . Blizit za
Premenna: n| v Lirmita v bode: |0
" zfava
" sprava

{* 2 nbach stén

oK | Ziednodusit | Zrudi |

Obréazok 45 Dial6gové okno Vypocet limity

Postupnosti mozno zobrazit' aj graficky tym istym tlac¢idlom v okne Grafika — 2D ako
pri zobrazeni grafov funkecii.



8§ KOMBINATORIKA

Program Derive mdzZzeme vyuzit' aj pri pocitani tloh z kombinatoriky o ocenime najma
pri pocitani s velkymi ¢islami. Program ma zadefinované funkcie PERM (m,n), ktord pocita
varidcie n-tej triedy z m prvkov, PERM(n,n) = n!, COMB(m,n), ktora pocita kombindcie n-tej
triedy z m prvkov.

—1) |
(n 1)._ nt__ g

(n=3) (n-1)
RieSenie:

Ako pri rieSeni rovnic mdme na vyber dve moZnosti. Bud mdZzeme dat’ RieSit’< Vyraz a
okamzite dostat’ vysledok, alebo mdZeme rovnicu postupne upravovat. Uvedieme oba
sposoby.

Uloha 8.1: Rieste rovnicu:

a) okamzity vypocet

(n - 1) n!
#1: - =79
(n -3 (n - 1)

(n - 1)! n!
#2: N - =79, n, Real

(n - 3)! (n - 1)!

#3: n=11vn=-7

Obrazok 46 Okamzity vypocet korena rovnice

b) postupny vypocet
Najprv rovnicu zapiSeme do prikazového riadka pouZijeme tlacidlo ,,ZjednodusSit* resp.
»Zadat’ a zjednodusit™. Pri¢itanim ¢isla —79 k obom strandm rovnice a tdto rovnicu rieSime
podla podkapitoly 3.1.1. Postup riesenia v Derive je zndzorneny aj na Obrazku 47.

(n - 1) n!

#1: - =79
(n - 3 (n - 1)
2
#2: n —-4.n+2=79
2
#3: n —4n-77 =0

2
#4: SOLVECn - 4.n — 77 = 0, n, Real)

#5:

Obrazok 47 Vypocet korena rovnice postupnym rieSenim

Treba ale doplnit, Ze rieSenim uvedenej rovnice je len n=11, nakol’ko -7 nepatri
do defini¢ného oboru rovnice. Ak by sme v skusSke rieSenia za n dosadzovali —7 dostali by
sme faktoridl ¢isla —8 resp faktoridl ¢isla —10 a faktoridl zdporného Cisla nie je definovany!



8.1 Kombinacie

Uloha 8.2: Zobrazte prvych 7 riadkov z Pascalovho trojuholnika.

RieSenie:

Vyuzijeme funkcie VECTOR a COMB. Do prikazového riadku napiSeme
VECTOR(VECTOR(COMB(m,n),n,0,7),m,0,7) a ddme zjednodusit’.

[F] graf - [Algebra 1 der.dfw] .
“jbgél%.3x|mm Bl = » o & % [Im 3 I2n1$xi@|

|| stbor Opravy Wiofit Zadat Zjednodufit Riefit Vgpoet MoZnosti Okno Pomoenik

#1: VECTOR(VECTOR(COMB(m, n), n, 0, 7), m, 0, 7)

#2:

B Agebr= 1 |

[ZjednC#L)
” v =z = ¥ X
] o|Blx|3]e|gnl8||x|rp|v|E|o|n|p|o|x]o]s|x|w|w]| “ L]~ %] =] <] =| v| =]\ o] 2 =|e| x| =] 2] £] €] ] x|
_I_I_I_i_I_I_IJ L I e e Y

I[K[A[m] n|p| _i_I_I_!_i_I_I

—
©) VZOR_Prehfad tvor T OrrRuone | Y graf - [Algebra1 de... |
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Uloha 8.3: Kol’ko roznych pitic moZno vytvorit’ zo sto &sel, ak sa &isla v piticiach nesmud
opakovat’?

RieSenie:

KedZe na poradi v piticiach nezdleZi a ¢isla sa nesmu opakovat’, po¢itame kombin4cie 5.

triedy zo 100 prvkov bez opakovania. Sta¢i pouzit’ funkciu COMB.

PN COMB (100, 5)

#2: 75287520
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Zo sto ¢isel mozno vytvorit’ 75 287 520 pitic, pricom ¢isla v piticiach sa neopakuju.

8.2 Permutacie

Uloha 8.4: Kolko rdznych sedemcifernych ¢isel mozno vytvorit’ z ¢islic 1,2,3,4,5,6,7, ak sa
Ziadna cislica neopakuje?

RieSenie:

PretoZze sa ¢islice nesmud opakovat, vytvdrame permuticie zo siedmich prvkov

bez opakovania. PouZijeme funkciu PERM (n,n), ktord v podstate pocita faktoridl ¢isla n.



#1: PERM(C7 . 7))
#2: 5040
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MozZeme vytvorit’ 5040 sedemcifernych Cisel.

8.3 Variacie

Uloha 8.5: Kol’ko je moZnosti vyplnenia tiketu s 15 hrami a troma moZnostami vol'by (vyhra,
prehra, remiza)?

RieSenie:

Budeme tkvorit’ pitndstice z troch prvkov, CiZze varidcie s opakovanim. Pouzivame vzorec

Viln)=n".

15
#1: 3

#2: 14348907
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Tiket moZno vyplnit’ 14 348 907 sposobmi.

Uloha 8.6: Kolkymi sposobmi mdze 36 &lenov organizicie zvolit $tvorélenny vybor
(predseda, podpredseda, referent, zdravotnik?

RieSenie:

Pretoze zélezi na poradi v akom budi voleni (prvy bude predseda, druhy podpredseda,...)

moznosti je tol'ko, kolko je varidcii 4. triedy z 36 prvkov. V Derive pouZijeme funkciu

PERM.

#1: PERM(36, 4)

#2- [1413720]
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Clenovia mdzu volit' 1 413 720 spdsobmi.



9 DERIVACIE

Derivaciu vyrazu alebo funkcie dostaneme pouZitim prikazu Vypodcet<Derivdcia, alebo

pouZzitim ikony 2 | alebo ju hned’ zapiSeme v tvare DIF (v,n,x) kde v je vyraz, alebo funkcia,

X je premennd a n je stupeni derivacie. Ak chceme s derivaciou d’alej pracovat ako s funkciou,
mdzZeme ju zapisat’ pomocou apostrofu, ale iba v tom pripade, ak uZ mame funkciu
definovanui. Napriklad druhd derivaciu funkcie f(x)=4x2 zapiSeme f“(x), ale zapis (4x2)”
nema zmysel.

Uloha 9.1: Urtte prvu a druhu derivéciu funkcie f: y = sin(5x+3).

RieSenie:

ZapiSeme funkciu a odoSleme kldvesom enter na pracovnid plochu. Pomocou prikazu
Vypocet <Derivdacia vypocitame najprv prvi a rovnakym sposobom aj druhu derivéciu.

#1: SIN(S-x + 3

d
#2: — SIN(5.x + 3D
dx

#3: 5.005(5.x + 32
d )2

#4- —_ SINC(S.x + 3)
o

#5 - — 25.STIN(5.x% + 3)
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9.1 Priebeh funkcie
Uloha 9.2: Urdte intervaly monoténnosti, lokdlne maximum a minimum a zobrazte graf

2x?

xt+1

funkcie f:y=

RieSenie:

ZapiSeme funkciu, odoSleme na pracovnu plochu a ddme vykreslit' graf. Vypocitame prvi
deriviciu (#3) a poloZime ju rovnu nule, ¢im dostdvame staciondrne body x;, xz x3. Ak
chceme zistit', kde je funkcia rastica, polozime prvu derivaciu >0. Ak chceme zistit’ kde klesa
poloZzime prvd deriviciu <0 a ddme rieSit vyraz. Pre ilustrdciu moZeme dat’ vysledok
vykreslit' do grafu. Vypocitame druht deriviciu funkcie. Dosadime korene rovnice f(x)=0
do f"(x). Ak ndm vyjde f"(x) <0, funkcia ma v danom bode lokdlne maximum, ak f"(x) >0,
funkcia md v danom bode lokédlne minimum.

#IL

#2 —_—

#3 :
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#4: _— =0
4 2
(x + 1)
4
A1 ' |
[ o’ J
(x + 1)
#6: ®x = 42 v x = -1 v x =1 v x = 0...stacionimne body
4
4.x-(1 x 0
#7: _— =0
4 2
(x + 1)
4
A1 ' |
#5: SOLlVEl ——— = 0, =, Real
4 2
(x + 1)
#9: x = -1 v 0 = x < 1...¢zZe funkcia je

rashica na intervale (—es, —1} W 40,1}

4
4.x-(1 x 0
#£0: —— — <0
4 2
(x + 1)
]
[ Lowa L W
#1l1: S0LVE|————— =« 0, x. Raal
4 2z
tx + 1}
12 1w x«@vx = 1. finkdajeklesajca
na itervale f=1 B WL el
2z
d 2 Zex
®13: —]
dix 4
x + 1
B 4
LIS 12em + 13
w14-
4 3
{x + 1}
g ]
20031 12.1 = 13}
®15: - i
4 3
. i (L =11
Vyilo nam, ze £7(1) < 0, £iZe ta ma funkcia lokalne maxinsam.
] 4
#.(3.0 12.0 = 13}
w16 -4
3
(0 + 1)

(0} =0, to ma funkcia lokalne mmipmm.

8 4
4o(3e(-1} - 12.(-1] + 1}
®17- -
4 3
C-13 + 1)

Tu ma finkcia lokalne maximum .

Obrazok 55 Monoténnost’ a extrémy v Derive



Obrazok 56 Graf funkcie k ulohe 9.2



10 INTEGRALY

Pre vypocet integrdlu pouZijeme bud’ prikaz Vypocet<Integral, funkciu INT, alebo tlacidlo

¥ . Program Derive viak obsahuje ovela viac funkcii, ako napriklad vypodet integralu
konkrétnou metédou. Program dokdze vypocitat’ i objem, respektive obsah plochy rota¢nych
telies.

10.1 Neurdity integral

Pri pocitani neurcCitého integrdlu moZeme vyuzit rezim Zobrazit'® kroky, aby sme mohli
sledovat’ ako program upravuje.

. . x+3) R . .
Uloha 10.1: Vypocitajte J-u a svoje rieSenie skontrolujte v programe Derive.
X
RieSenie:
Zadame vyraz ktory chceme integrovat’ a odoSleme ho enterom na pracovnu plochu. Cez

prikaz Vypocet — Integrdl ddme vyraz integrovat’. Ak chceme vidiet' akym sposobom
program vyraz upravuje, mézeme dat’ zobrazit’ kroky.

3
(x + 3D

#1 - _—

3
3
Cx + 3D
#2: J|l— =x. c

x

#3: 27 -LNCxD) +

3 2
2:x  + 2Fsx + 1B2:x + B:C

6
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10.2 Urdity integral

Uloha 10.2: Vypod&itajte obsah obrazca ohrani¢eného grafmi funkcii y = x, y = x”a zobrazte
ho.

RieSenie:

ZapiSeme obe funkcie a ddme ich vykreslit. Pomocou funkcie SOLVE vypocitame ich
prieseCniky. Na zobrazenie plochy ohranienej danymi funkciami pouZzijeme funkciu
AREABETWEENCURVES((f(x), g(x), X, a, b), kde f(x), g(x) st funkcie, x je premennd, a a, b
su intervaly pre premennd x. Tuto funkciu ddme zjednodusit’ a vykreslit. Vypocitame urcité
integraly jednotlivych funkcii s hornym ohrani¢enim 1 a dolnym ohrani¢enim 0. Odpocitame
hodnoty a dostdvame vysledok.



[ 20-graf 11 (=@ 2 | [FlAigebal derdfn [= )& =S
g =
#: y=x 1
8 2
#2 e
7 2
#3:  SOLVE(x = x , x, Real)
[ E
£4- S =)
5 #5:  AreaBetweenCurves(x, x-x, x, 0, 1)
4 #6: [x,x,(x—y)-(xz—y)<DAD<x<l
3 2 L
#: x
2 1§
2
i #3: J‘u x dx
£ 1
F1 3 #9: ?
| o
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[F] 2D-graf 1:1 [= [& ][5 ] | [ Algebral der.dfw [=][E ]
g -
1
8 #3: ,[ xz dx
0
4 1
#9: J—
6 3
#10: x
5
1
4 #11: j'D x dx
3 1
#12: —
2 a
N =
-
1
x 1
L1 3 || #1a: -
-1 :
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11 ZAVER Z VYUCOVANIA MATEMATIKY POMOCOU DERIVE

S programom Derive sme zacali pracovat’ na skole po autorkinom absolvovani spominaného
Skolenia v ivode. Pretoze sme na Skole v tomto Case mali len jednu ucebnu s pocita¢mi
na vyuku predmetu Informatika, nebolo mozné zacat' so zapracovanim Derive do riadneho
dopoludnajSieho vyucovania na hodindch matematiky. A tak sme Derive pouZivali len
na zdujmovom krdzku v poobednajSich hodinich, kedy bol mozny pristup k pocitaCom.
Program Derive sme dostali na Skolu z Infoveku.

Ziaci radi pracuji spoéitaémi apreto, ked autorka propagovala kriZok matematiky
s vyuZzitim pocitacového programu, pod ndzvom Derive v matematike, prihlasilo sa 18 Ziakov
3. ro¢nika a pocitatov sme v u¢ebni Informatiky mali len 13. Niekedy sa stalo, Ze pri jednom
pocitaci pracovali aj dvaja Ziaci.

Na prvych dvoch hodindch sme obozndmili Ziakov s prostredim programu a potom kazde;j
uvedenej podkapitole sme sa venovali 2 — 3 hodiny, podla toho, kol'ko Ziaci na pracu
potrebovali. Okrem uvedenych vzorovych tloh v tejto praci sme so Ziakmi rieSili klasické
ulohy z ucebnice, resp. zbierok.

Ziaci na krdzok chodili radi apytali sa, ¢ by sme nemohli Derive pouZivat aj
na ,,normalnych* hodindch matematiky. O dva roky neskor sme na Skole zriadili eSte jednu
pocitacovu ucebiniu a mohli sme uz vyucovat’ matematiku pomocou programu Derive aj na
delenych hodindch matematiky.

Ziaci zadané tlohy najprv riesili v zoSite a vysledky si kontrolovali vypoétami pomocou
Derive. Je to pre nich zaujimavejSie, aj ked slabsi Ziaci maji s tym niekedy problém.
Jednoznacne nie sme zdstancami rieSenia uloh len pomocou Derive. Derive slizi na kontrolu
vysledkov, alebo ho mdzeme pouzit pre rychle ziskanie vysledku. Ddlezité je, aby Ziaci
vedeli najprv tlohu riesit’ v zoSite, aZ potom na rieSenie dloh tohto typu moZu pouZzit’ Derive.

Vyhody vyufovania s Derive: rychle vyrieSenie ulohy, budovanie medzipredmetovych
vzt'ahov, spestrenie vyucovacej hodiny, vzrast zdujmu o matematiku, vizualiz4cia rieSenia.

Nevyhody vyucovania matematiky s Derive: nepriehl'adnost” postupu rieSenia, potlacanie
logiky. Ak by sme matematiku vyucovali len s Derive, Ziaci by sa nenaucili riesit’ dlohy
postupne, logicky. Preto odporicame Derive pouZzivat na matematike az vtedy, ak Ziaci
zvladnu preberané ucivo.



ZAVER

Posledné roky sa vel'mi casto hovori o zavddzani inovativnych metéd do vyucovania,
pouzivani informacno - komunika¢nych technolégii a podobne. Jednoducho ide o to, urobit’
vyucovanie v Skole zaujimavejSim, putavejSim. V Skoldch ustupuje memorovanie, ucitelia sa
snazia naucit’ Ziaka hl'adat’ si potrebné poznatky. Vel'mi Casto sa hovori o motivécii Ziakov.

Mozno by si niekto povedal, ale ako motivovat' na matematike. Postoj Ziakov k predmetu
matematika nie je vel'mi pozitivny. Casto sa stretdvame s otdzkou ziakov, naco im to — ktoré
ucivo z matematiky bude. Zvyknu vyhlasit, Ze oni matematiku Studovat’ d’alej nepdjdu.

Je dobré a pre Ziakov motivujice k uceniu, ak ucitel’ vie ukdzat’ priklady pouzitia ziskanych
poznatkov v beznom Zivote. Za nevyhnutnost povaZzujeme, aby postupné zavadzanie
informacnych technoldgii preniklo do vyucCovania a to nielen matematiky, ale nutne
ovplyvnilo obsah a metédy vyucovania vSetkych predmetov.

Napriek preukdazatelnym vyhoddm pocitacom podporovaného vzdeldvania, hlavnym
nenahraditelnym prvkom vyucovacieho procesu je, a vZdy bude ucitel. Len od neho vSak
zavisi, aky postoj k novym technolégidm Ziak nadobudne.

Verime, ze tato praca bude slizit' ako ndvod, ¢i motivacia pre ucitelov, ktori sa rozhodnui
pre vyuzivanie matematickych softvérovych systémov, alebo dokonca konkrétne programu
Derive vo vyuCovani matematiky, alebo pre Ziakov, ako pomdcka pri ich samostatnom Stidiu.
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